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Capitolo 1

Seconda Quantizzazione

Abbiamo introdotto gli operatori di creazione e distruzione per bosoni e fermioni
e abbiamo visto le regole di commutazione e anticommutazione che li definiscono.
Uno stato determinato da una funzione d’onda ¢ (x) di singola particella
(autofunzione del problema a particelle non interagenti) pud essere scritto in
seconda quantizzazione attraverso I’operatore di creazione in questo modo:
af 10) = ()

Da cui il corrispondente stato in seconda quantizzazione di uno stato a N
particelle non interagenti si puo scrivere nello spazio di Fock:

o0
[ning -+ ne) = p1(z) - on () Z”izN
=1

Dove gli n; rappresentano quante particelle si trovano nell’i-esimo autostato del
problema a particelle non interagenti.

In realta la funzione in prima quantizzazione deve essere simmetrizzata
per i bosoni, o antisimmetrizzata per fermioni. Questo si puo fare definendo
opprotunamente un determinante di Slater.

1.1 Operatori di campo

L’operatore di campo ¢ definito nel seguente modo (per fermioni):
P(@) = onlr)ak
k

Questo ¢ un operatore dello spazio di Fock (infatti le aj sono operatori),
modulato con le funzioni ¢g(x). Possiamo calcolarne ’hermitiano:

V(@) =) ¢t ()af

Che soddisfano le seguenti proprieta di anticommutazione

{¢(2),¥(2)} =0



{v"(2), 0" (@")} =0

{¢@), 0@} =Y @i (@) {aral } =Y enl@)pi(a’) = 6(z - a)
k

Kk

La dimostrazione che 'ultima espressione sia proprio la ¢ di Dirac puo essere
vista in modo semplice: prendiamo una funzione f qualunque e sviluppiamola
nella base delle :

f0 =Y an@  a= [ e
k

f@=/Z%WMMMWW’
k

§(x'—x)

Da cui otteniamo:

{(2), 0" (2")} = d(x — o)
In questa rappresentazione = rappresenta anche lo spin. Per essere pignoli

dovremo scrivere gli operatori di creazione e distruzione specificando di volta in
volta lo spin della particella:

At Ak

{wa(m)%? (x/)} = 0g,00(7 — ')

Possiamo vedere delle forme particolari degli operatori di campo. Se le ¢ so-
no soluzioni del problema della particella libera, allora gli operatori di campo
possono essere scritti sfruttando le onde piane:

_ i eikma

Qual ¢ il significato di questi operaori? L’operatore ¢)*(x) crea una particella

nel punto x, mentre a',f crea una particella nella funzione d’onda ¢y (z) (in

questo caso un onda piana con vettore d’onda E) Vediamo nel dettaglio questo
concetto: applichiamo T (zg) allo stato di vuoto.

¥ (20) 0)
(ag, + i) 10) = @k, () + r, ()

¥ (20)10) =D wi(wo)ai [0) =D wilwo)pr(z) = b(x — o)
k k

Abbiamo creato una particella nel punto xg. Il significato dell’operatore
di campo ¢ indipendente dalla particolare scelta della base @i (z), infatti la
relazione con cui abbiamo ottenuto la § di Dirac vale per qualunque set di



funzioni di base ¢. In altre parole potrei cambiare sistema da ¢ a ¢’, e anche gli
a cambierebbero in a’. Siccome sono definiti con una trasformazione complessa
coniugata, la 1(x) & indipendente dalla rappresentazione della base.

Un’altra interessante proprieta degli operatori di campo é il significato del-
I’elemento di matrice di stati ad una sola particella

Oy (@)[k) = ¢(x)

(01w () awaf10) = (Oler(@)ara) |0) = ok (Olarai 0) = pr(x)
k’ N——
0 se k#k’

Il termine v va a distruggere lo stato nel punto x. Questa cosa € generale,
se abbiamo uno stato arbitrario (¢, & uno stato di N particelle generico, non
un operatore di campo) scritto in seconda quantizzazione

1
ol Oftp(x1) - Y(zp)|YN) = YN (21, 20)

Per trovare la funzione d’onda nello stato a seconda quantizzazione mi da
esattamente la funzione d’onda.
Per dimostrare questa la dimostreremo sugli stati di base.

Ol (1) - o(wa) (af, -~ -az, ) |0)

n

> ong (1) ar; or, (w2)ary - - = 1 (x1)ha(a2) - -

Se vado a vedere tutti questi oggetti ci accorgiamo che abbiamo dei termini:

O O =~ O,

Questo elemento di matrice & non nullo solo se:

(Olag; ---a, (ay, ---ay, ) [0)

Se i termini a destra sono una permutazione di quelli tra parentesi. Poiché
devo distruggere solo le particelle che sono state create. Le funzioni d’onda
che restano sono soltanto quelle che soddisfano la permutazione. Il segno finale
dipende dalla parita della permutazione (essendoci le regole di anticommuta-
zione ogni volta che devo scambiare due operatori ottengo un segno meno) ad
esempio:

(Olar, ar, ayf, ay,10) = 1

In questo modo vado a ricostruire esattamente il determinante di Slater della
funzione d’onda. Nel caso dei bosoni & ancora piu semplice (non c’¢ il segno -).

Attraverso gli operatore di campo e facile scrivere gli operatori a singola
particella:

N

FO = Zf(l)(x)

i=1



FO =3 [ dngi @) @en(e)atan
s,k

M
Fon
Questa espressione in seconda quantizzazione usando gli operatori di campo si
scrive in modo molto semplice:

FO(x) = /dmw(z)f(”(x)w(x)

Ad esempio per 'operatore energia cinetica diventa:

f(l) _ _%
7 [ vt (@) [—m ne

Dimostriamolo:

s k

PO =3 [ dogi@) O @n(a)atan
sk

A questo punto la cosa & banale:
Alcuni classici esempi:

pl) = ZJ(I — ;)

fO =" (=invy)

i

FO =3 (o — x)p: — pidla — )

Qmi

?

Da cui 'operatore corrispondente in seconda quantizzazione:
B = [ dov* (2)(-ih9)bo)

plzo) = / day* ()8 (0 — 2)(2)

Questo risolto diventa:

p(xo) = ¢+($0)¢(9€0)

Che rappresento 'operatore densita nel punto zy. La corrente a sua volta
diventa:

J(zo) = /dx¢+(x) [0(zg — x)(—ihV) + (—ihV)d(xg — )] Y(x)



I(o0) = ot o) (iR )blan) + 5 [ do [i0V,0* @] 3z ~ 2)u(z)

2m

Integrando per parti:

T(wo) = 5= (a0) (~iRV )b(ao) + ih (V9 (20)) (o)

Invece all’operatore T'+ V' corrisponderebbe:

Jaor @ [+ v v

Se la v(x) fosse una funzione d’onda questa espressione sarebbe il valore
medio dell’energia. Nel passare in seconda quantizzazione la funzione d’onda
¢ diventata un operatore. Questo sarebbe un numero in prima quantizzazione,
invece ora € un operatore nello spazio di Fock.

Chi corrisponde al potenziale di interazione?

1
) Z Vi(zi — x;)
4,7
Adesso l'operatore corrisponde a due campi.

5 [0 @0 @V - i@ dods

1
= 5 E fsmlka:a;alak

La struttura ¢ esattamente la stessa. Se ci troviamo di fronte a fermioni & critica
la sequenza delle .
Troviamo questa espressione scritta in onde piane:

_ i eiﬁ.fa

1 . ’ ’
- + + _ N\ ,—i(kiztkex —kzz—kax /
5772 E ay. ag akgag, [ V(z—a')e ( ) dadz
ki1koksky

Quell’integrale puo essere scritto come trasformata di fourier:
_ —iqx _ = iqr
V(o) = [dee Vi) V()= 5 3 Vi)
Possiamo fare questa sostituzione nell’integrale:

1 . ! ! . /
73 Z dadx e rethea’ —ksz—kaa') gig(e—a )V(q)(a}; a:2ak3ak4)

q,k1,k2,k3,ka

Di cui possiamo risolvere l'integrale



/dxeix(q+k4—k1)/dxle—ixl(q+k2—k3)

V6k4 +a,k1 V54+k2 ks

11 risultato finale diventa:
ks =ko+gq ks =k —q

1 .
bV Z V(Q)(agl CLéakz-‘wa}fl—q)
q,k1,k2

Questa e 'espressione del potenziale di interazione a due particelle. Questo
potenziale di interazione conserva chiaramente lo spin. Se lo applichiamo ad
uno stato che ha uno spin viene conservato (¢ non contiene spin). Tuttavia si
conserva anche il momento. Viene distrutta una particella di momento &y — ¢,
poi viene distrutta ko 4+ ¢, quindi il momento totale distrutto ¢ pari a ki + ko,
che viene creato dagli operatori di creazione, quindi questa interazione conserva
anche il momento.

Possiamo riscriverla come Questa interazione conserva anche il momento.

1
3 + + /
A V(q)a’lirq,o’a k2 — 4,0 Qky,0'Aky,0
q,k1,k2

Questo processo viene rappresentato dallo scambio di impulso ¢ fra le due
particelle, rappresentabile da un grafico

Questo e il diagramma di Feynman che descrive il processo di scattering tra
le due particelle attraverso il potenziale V(q).



Capitolo 2

Modello a Thight banding

Vogliamo descrivere gli autostati di particelle non interagenti in presenza di un
reticolo. La nostra hamiltoniana € un hamiltoniana non interagente:

V2
Hy = “om + Vion()
4 a - LY r L3 -

Possiamo direttamente scrivere I’hamiltoniana in seconda quantizzazione:

H, :/dxw+(x)H0(m)w(x)

Gli operatori in seconda quantizzazione si calcolano come il valor medio dell’ha-
miltoniana in prima quantizzazione.

Al singolo ione corrispondono una serie di stati legati, dati dagli orbitali
atomici. Nel modello a thight banding questi stati si considerano separati: la
funzione d’onda che descrive l'intero sistema si puo scrivere come combinazione
lineare delle funzioni d’onda di una sola tipologia di livello.

L’hamiltoniana del singolo atomo:

Hatom@z(x - .’El) = 5%05(1' — l‘l)

Cerchiamo la soluzione di tutto il problema come combinazione lineare delle
funzioni d’onda del singolo ione.



Z Ci(Ps(x - mi)

Questa approssimazione introduce due errori: A causa del fatto che & presen-
te un potenziale ionico ci sara una certa mescolanza fra i vari livelli energetici che
non consideriamo. Se pero la distanza energetica tra i livelli & sufficientemente
grande c’e poco accoppiamento tra orbitali diversi, per cui questa € una buona
approssimazione. Le funzioni d’onda possono quindi essere scritte quantizzando
Poperatore di campo, prendendo unicamente le funzioni atomiche come funzioni

di base:
Pla) = 3 o (@ — i),

In altri termini questi stati ¢(x)a; (autofunzioni di un solo ione) non sono un
set completo.
Il secondo problema & dato dal fatto che queste funzioni non sono ortogonali:

pi(x) = p(x — x;)

p2(x) = p(x — 22)
Queste due funzioni non sono ortogonali tra di loro. Sono soluzioni a due proble-
mi diversi quindi le due autofunzioni non sono ortogonali (sono indipendenti).
Questo non ¢ un problema, perché dato un set di funzioni indipendenti ¢ sempre
possibile costruire un set di funzioni ortogonali.
Inoltre I'overlap &€ molto piccolo tra le funzioni:

(p1]p2) =
con « piccolo, allora posso ortogonalizzare le funzioni in questo modo:

(0%

p1(w) — §<P2($)

(0%

p2(2) = 5¢1(2)

Se facciamo il prodotto scalare infatti otteniamo:

(07

5 p1(x)) =

(p1(z) — s p2(2)|p2(z) —

[\ o)

a—%—%—ko(aQ)%O

L’ortogonalizzazione puo anche essere fatto in modo non perturbativo usando
il metodo di Gramh-smhit. Le funzioni d’onda che si creano sono le funzioni di
Wannier.

Adesso abbiamo le funzioni ortogonali. Purtroppo non formano un set com-
pleto. La nostra approssimazione stiamo trascurando i mescolii con altri livelli
atomici vicini. In pratica in questo modo descriviamo il comportamento di
una sola banda energetica. Calcoliamo 'hamiltoniana in seconda quantizza-
zione in questo sottoinsieme non completo. Questo processo si riesce a fare
analiticamente:

10



Hy = Z/dw}‘(:v)afHo(x)%(x)aj

— E +
Ho = tijai aj
ij

Dove abbiamo definito il coefficiente ¢;;:

by = / dg} () Ho )5 ()

Il termine ¢;; in realta dipende soltanto dalla differenza di 7 e j, inoltre
ci possono essere altre relazioni di simmetria. C’¢ anche il termine t;; che ci
aspettiamo che sia il termine piu grosso di tutto. Questo t;; non e del tutto
uguale a —e; (energia atomica) il primo motivo ¢ che abbiamo ridefinito le
funzioni come funzioni di Wanier, e ’atlro motivo & che il potenziale non e
pit solo il potenziale del singolo ione, ma ci sono anche le code di tutti gli altri
potenziali. Quindi ¢;; non & proprio il livello atomico. Per semplicita prenderemo
t;; pari a zero in modo da riscalare di conseguenza tutti gli altri livelli energetici.

L’elemento successivo sara quello tra primi, secondi, terzi,..., vicini. Sicome
te negativo (i potenziali sono negativo) ora esplicitiamo questo segno meno
nell’esressione dell’hamiltoniana:

— atas
H = —Zt”ai a;
ij

Prenderemo per approssimazione il conto solo i termini tra primi vicini. Lo
spin non lo fissiamo. Risolvere questa hamiltoniana puo essere risolto. Que-
sto oggetto si chiama termine di Hopping. Si prende una particella nel sito
j lo distrugge e la crea in ¢ con ampiezza di probabilita ¢;;. Se scrivessimo
I’hamiltoniana in questo modo:

Z eka;:ak

Sapremo tutto (perché ¢ in forma diagonale). Possiamo dire subito chi e 'au-
tostato e chi sono gli autovalori:

ay |0) = ey,

QUindi scritto 'hamiltoniana in forma diagonale. Tutto il problema & quello
di portare ’hamiltoniana in forma diagonale, in modo tale da poter diagona-
lizzarla. Abbiamo una forma bilineare in @ e a™ e dobbiamo diagonalizzarla.
Il problema & invariante per traslazione. Possiamo fare traslazioni finite, di
un passo reticolare. Quando abbiamo un problema invariante per traslazione
possiamo sfruttare il set completo di indice. Proviamo a scrivere a; in questo

modo:

ap = % gefikriai

Con condizioni periodiche al contorno. Abbiamo N siti con simmetria tra-
slazionale, possiamo sfruttare questa simmetria per trovare un set completo di

11



indici per il nostro spazio. Le onde piane consentono di risolvere il problema.

Data questa esiste anche I'inversa:
1 g
a; = — g e*rigy,
VN 3
Questa ¢ la trasformazione unitaria che mi permette di diagonalizzare il

problema iniziale. Il fatto che il sistema che sia invariante per traslazione ci
QUesta e una trasformazione

ha suggerito questa soluzione per onde piane.
canonica, questa matrice che fa la diagonalizzazione & unitaria.

Mettiamo questa soluzione all’interno dell’hamiltonianna:
1 —ikr; + ik'r; 1
H:—E Ntmg e lage” ay
ij kk’
H_ 1 7’”(,‘(7"1‘7"“7') 72’]{57“]‘ ik’rj +
= ——= g e e e tan ag
igkk’

- 7% 3 tige k)i gtg,,
Kok i

> tije )
%

Questa somma non dipende da j, poiché ¢;; dipende solo dalla differenza tra

i e j. Dipende da k invece. Posso chiamare &g:

(k) = =D tyge )

1 ) /
H=— E ere =KD gt
N k
k.k’,j

> e =EI = No(k — k)
J

H= Z e(k)a; ax,
k

La cosa importante ¢ che ¢;; dipende solo dalla distanza non da i e j. In
questo passaggio € racchiusa I'invarianza per traslazioni. Abbiamo diagonalizzao

il sistema, con autostati:
1 ik
ap = —F— E e Hig,
VN =
J
QUesta curva di dispersione ce ’andiamo a calcolare nel caso dei primi vicini

e(k) = =) tige” M)

6(](1) — (efikza + 6ik1a + e*ikya + eikya)

12



e(k) = —2t [cos(kza) + cos(kya)]

QUesta ¢ la nostra dispersione delle bande periodiche. Questa ¢ la banda
che esce fuori nel caso soltanto di primi vicini.
Prendiamo il caso undimensionale:

e(k) = —2t cos(kza)

Gli a; sono in tutto n. In caso di condizioni periodiche al contorno:

2
k= %(n,l,m)

13



Questi k£ non possiamo prenderli tutti, se prendiamo %k e c¢i sommiamo il

T

vettore 27 otteniamo lo stesso operatore ay:

Ak = Ay 2n
Effettivamente questi sono gli stessi operatori. Dobbiamo limitare il k. C’¢ e
definito a meno di 27/a. In pit dimensioni & definito a meno di un vettore del
reticolo reciproco G:
=~ 27
G=—(n,l,m)
a
La prima zona di Briluine si costruisce con il metodo di Wiegner Size a partire
dai vettori reciproci primitivi. Il nostro k dobbiamo prenderlo all’interno della
prima zona di Briluine. Il fatto che il k sia discreto dipende dal volume finito,

la zona di Briluine dipende dall’reticolo.
Facciamo la funzione d’onda:

1 ikr;
ajl |0) = ﬁzek ‘a;f |0)

1 ikr; — —
:—\/NZek io(F — )

L iR N ik (Fo—F) (e =
= e et 7 — T
~ > ( )

_ 6iE-Fuk (7?)

Abbuamo ricostruito le funzioni di Block. Le ug(r) sono funzioni periodiche:

_ b —ik-(F—7;) o
Uk Wi z; e o(r —r;)

La funzione & periodica di periodo ﬁ, vettore arbitrario del reticolo diretto (che
connette i siti del reticolo).

La matrice che mi ha fatto cambiare base diagonalizzando lk’hamiltoniana
¢ quindi una matrice N per N unitaria. E importante ricordare che mi trovo
su volume finito, k£ non & piu arbitrario ma va scelto dentor la zona di briluine
e del tipo:

F= 2T (n,m.0)

Esercizio per casa, quali sono le isoenergetiche della funzione bidimensionale:

e(k) = —2t [cos(kya) + cos(kya)]

Possiamo chiederci qual ¢ lo stato fondamentale del sistema: Il filding della
banda ¢é pari al numero di elettroni diviso il numero di siti situati nella banda:

_ Nel
- 2N

Il 2 & dovuto alla degenerazione di spin. Sapendo il numero di elettroni
possiamo trovare il valore della superficie di ferimi. La superficie di fermi per

n

14



oggetto reticoli quadrati monovalenti € un quadrato. Se mettiamo. Gli elettroni
che si trovano sul bordo sono tanti. Supponiamo di avere un accoppiamento k
questo ¢ importante per tantissimi elettroni: Se ho una perturbazione con una

¢ fetw
@ Mo Qh, e
g_CCﬁﬂP"e O.QC"‘F?(

certa onda ¢ mi accoppia elettroni che differiuscono per quell’onda. Se entra un
fotone con un certo ¢ il fotone distrugge un elettrone con k e lo crea nello stato
k + q. Se sia k che k + g sono accoppiati questo oggetto € molto grosso. Questi
oggetti hanno una risposta molto grande in superfici di fermi squadrati. Se ci
troviamo ad avere pochi elettroni la superficie di fermi € quasi un centro.

e(k) = —2t (cos kya + cos kya)

(a? sta al numeratore)

1
= At |1 o (k4 ky)a®| =

= —4t + ta®k?

Mi viene un oggetto con diuspersione parabolica, e il termine che mi da la
massa dell’elettrone: (1 / 2m) ¢ il coefficiente del k? nella dispersione
L = ta?
2m
Dove abbiamo posto A = 1. Da cui possiamo trovare una massa di banda.
Questa massa in generale ¢ differente dalla massa elettronica. L’altro punto in
cui gli elettroni si comportano di massa parabolica (a bordo zona):

15



e(k) = 4t* — ta®k?

Questa banda parabolica ¢ rivolta verso il basso. Questo comporta che la massa
¢ negativa. Spesso quando si ha un sistema quasi tutto pieno, si passa alla
rappresentazione delle buche. Non si descrive questo sistema non attraverso gli
elettroni, ma le buche. Si manda 'operatore elettrone in un operatore di buca:

+
Ak — h,k’ .

Distruggere un elettrone di impulso £ e momento o equivale a creare una
buca di impulso —k e spin —o. Questo stato lo posso descrivere dallo stato
totalmente pieno, in cui vado a distruggere le particelle, posso descriverlo come
uno stato in cui creo lacune. Questo dipende dal fatto che, poiché il pieno &
inerte (qualunque perturbazione non fa nulla), quindi & come il vuoto. Quando
il pieno & un po’ meno pieno posso descriverlo con delle buche.

Lo stato fondamentale puo sempre essere scritto in questo modo:

II a0
ko
ex < EF

Questo stato puo essere riscritto in altro modo:
II aw]lai 10
k,o

k,o
€k > EF

Adesso possiamo chiamare lo stato pieno, e chiamarlo come lo stato vuoto di
buche

0) = [T @i, 10)
k, o
E quindi definendo

—_pt
ko = h—k,—a

Possiamo ridefinire lo stato generico come:

hty, o 10)

—k,—0o
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Capitolo 3

Meccanica statistica
quantistica

3.1 Riepilogo

La funzione di partizione Z gran canonica puo essere definita:

/A,N—H:| Q

Z="Tr |5 | = mr
Dove abbiamo definito il potenziale dell’insieme gran canonico:
QV,u, T)=H — uN
Il differenziale df2 ¢ il seguente:
dQ) = —SdT — (N)du — PdV
Da cui ricaviamo le relazioni termodinamiche:

o0 o0 o0
oT ou oV
Possiamo dimostrare che il pootenziale gran canonico e direttamente pro-
porzionale a V' e funzione di P nel seguente modo:

—-P

Q= _VP(MvT)

1l potenziale Gran Canonico ¢ una grandezza estensiva, funzione di V' (esten-
siva) e u, T (intensive). Questo implica che & proporzionale a V' per una funzione
f intensiva. Poiché non c¢’¢ modo di combinare V' con e T in modo da ottenere
grandezza intesiva, la f non puo essere funzione di V' (se tra le variabili ci fosse
stato N allora la grandezza N/V sarebbe stata intensiva).

Q=VfuT)

Ma poiché 0y Q2 = —P, e f ¢ indipendente da V', ricaviamo che f & proprio pari
a—P.

L’altra energia libera con cui lavoreremo ¢ la F' (energia libera di Helmoltz)
canonica:
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F(T,(N),V)=Q+ u(N)
dF = d2+ d(uN)

dF = —SdT + pd (N) — pdV

Un altro potenziale usato molto dai chimici (per lavorare a pressione costante)
¢ lenergia libera di Gibbs.

G =F+ PV =G(T,(N),P)

La S in entrambi i casi e:

g_ 00 _ oF
T oT
Ricordandosi che in realta la definizione di entropia:
oQ
dsS =—
s T
Il calore specifico puo essere scritto come:
0Q oS
= — = T*
“=%r T aT

3.2 Particelle non interagenti

In questa sezione iniziamo a studiare la termodinamica quantistica di un sistema
di particelle non interagenti. Calcoliamo la funzione gran canonica, partiamo
dal calcolo dell’hamiltoniana:

H = E Eka:ak
k

Supponiamo di aver gia diagonalizzato questa hamiltoniana, trovato le au-

tofunzioni @i (), e usato questa base per definire gli operatori a;f e ag. Que-

sta rappresenta ’hamitloniana diagonalizzata per un sistema di particelle non
interagenti. Il numero di particelle ¢ dato da:

N = Za;ak
k

Da queste definizioni possiamo ricavare la funzione di partizione.

7Zk(€k—u)ﬂ;rak
Z=Tr|e mr

Adesso dobbiamo fare la traccia. L’operazione di traccia € indipendente dal set
completo di stati che si prende. Facciamo la traccia proprio sulle funzioni ¢ (x)
nello spazio di Fock.

_ 1 _ +
7 = Z <noo---n2n1|e kblT >k (ek #)akak‘anLz'“nOO)

M1, Moo
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Quando a™a agisce sullo stato di destra otteniamo il numero di occupazione:

Z = Z (noo~n2n1|esz%TZk(€’“’”)”’f|nln2...noo>

N1, Noo

Ora il termine su cui stiamo tracciando € uno scalare, poiché i vettori di base
sono ortonormali, Z puo essere scritta come:

7 — § : e*kﬁzk(%*u)"k — 7 E : He*kb%(ﬁkfﬂ)nk
N1, Moo N1,y Noo k

Chiamiamo per semplicita & = €, — p: Possiamo raccogliere a fattor comune
tra le varie somme i termini uguali:

— (Z e_kblTn1£1> (Ze &2 ka> . — H Zefﬁgini
ni i n

Questo risultato e corretto sia per bosoni che per fermioni. Mentre nel caso
bosonico le somme sono estese tra 0 e oo, nel caso fermionico il numero di
occupazione massimo per stato ¢ 1.

Calcoliamo esplicitamente la Z nel caso fermionico.

I1 (1 n e—ﬁ(a—u))

7

Q= —kThhZ

Q= *kaZIH (1 + e*ﬁ(ak*u))
k

3.2.1 Statistica di Fermi-Dirac

Proviamo a ricavare il numero atteso di particelle per il caso fermionico.

o =)

Be~ Blex—n)

Zl+e B(er—mp)

1
<N> = ; eﬁ(Ek*H) +1

Il valor medio di N & calcolato come somma di una funzione su tutti gli stati.
Statisticamente questa funzione corrisponde al valore atteso di particelle sul
singolo stato k, ed ¢ la funzione di Fermi Dirac:

(N) =) {afar)

k

1
1+ eﬁ(“:k—ll)

(ng) =
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T T=0

T >0

ke. k ET‘-

_

Figura 3.1: Grafico della distribuzione di Fermi-Dirac. Questa funzione ha un gradino
in corrispondenza del potenziale chimico a T'= 0 (energia di fermi), per temperature
maggiori si smussa di un ordine di grandezza pari a k7.

Per calcolare ’entropia di questo sistema:

o0

52_67

—B(er—m) _
_ —B(er—mn) Z ¢ L
§=kp Zk In (1 T ) +hT T e P T

Con un conto un po’ noioso si dimostra che questo termine & uguale a:

S = fkang Innd + (1 —nd)In(1 — nY)
k

Per dimostrarlo si sostituisce in questa espressione a ng il valore della fun-
zione di fermi, ricavando ’espressione di partenza.

1

0 _
N = 1 + eﬂ(ek*H)

A temperatura 7' = 0 gli n? sono o 0 o 1, entropia & nulla di conseguenza.
L’entropia in questo modo & definita positiva. (gli argomenti dei logaritmi sono
negativi, ma c’¢ un segno — davanti a tutto). Questa quantita ¢ estensiva.

3.2.2 Statistica di Bose-Einstein

o0
Z =Ty Z e~ Bni(er—p)

nk:O

1

Z = 7Tkl — e~ Bler—mw)

O=—-kThZz
Q=—-kT 1 !
=~k Xk:n [T
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‘*_kaZa =

o0 1
_87,LL = ; eBler—p) — 1 - <N>

L’entropia nel caso di Bosoni ¢ data da:

S =k Z(nk + 1) In(1 + ng) — ng Inng
k

3.3 Calcolo del calore specifico

Procediamo ora al calcolo del calore specifico

oS
= T67

Possiamo pensare di variare ’entropia prima rispetto alla variabile n:

5S = Z —571

65 =—ky Y onlnn + %571— snln(l —n) —

1—n

on

—-n

n
S = —kacSnkln T
k

L’argomento del logaritmo puo essere riscritto:

1
e _ 1 _ -
1— 1 T e
1+e~

Da cui si otiene:

08 =ky Y (e — p)Bong
k

>i(er — p)ony
S==r~ "~/ %
T
A questo punto possiamo derivare facilmente rispetto a T

95 _ (Ek - u> (=1)efler—m (-1)
or T (efler—n) 4 1)2 kT2

(e — 1)
Questa espressione puo essere riscritta in modo un po’ diverso:

B 1 (—1)Beller—r)

Oep 14 eBlen—n) — [1 + eﬁ(ak—u)]z

0 0 €k —

A R
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2
ror v (F) we
k e

Abbiamo diviso tutto per il volume in modo da ricavare il calore specifico
per unita di volume. Questa funzione ha una bella proprieta. Abbiamo riscritto
il calore specifico in funzione della derivata di n rispetto a e, in questo modo
per T — 0, questa funzione diventa una delta di Dirac.

Per concludere i calcoli conviene introdurre il concetto di densita degli sta-

ti. Quando dobbiamo fare una somma di una certa funzione che dipende solo
dell’energia, & comodo trasformare questa somma in un integrale;

égﬂm

La F dipende solo dalla dispersione e devo fare una somma su tutti i valori
di k. E utile introdurre il concetto di densita degli stati. L’idea & che, dato
I’elementino di volume dk quanti stati ci sono di energia compresa tra € e € +de.
Nel caso di dispersione parabolica si ha:

1
= _—k2
c 2m
1
de = —kdk
m
~—
N(k)

Possiamo introdurre questa grandezza in modo piu formale. Possiamo intro-
durre una funzione di €

N(e) = 5 36 — )
k

Questa funzione ci da il numero di elementi che si trovano nella zona de. Nel
volume finito sono tutte spike isolate, che diventano via via piu fitte (Il Ak si
stringe) all’aumentare di V', nel volume infinito queste delta diventano talmente
fitte da diventare una funzione.

Nel caso di volume infinito la distribuzione di densita puo essere riscritta:

2
N(€)/(;i71_l)€25(8+€(k))

Ricaviamo in che modo questa funzione N (k) mi trasforma la sommatoria
in k in un integrale in €.

1 1
=Y Fleg) == ded(e —ex) Fleg)
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1
y Xk: Fley) = / deN(e)F ()

Abbiamo trasformato la sommatoria in un integrale. Adesso possiamo ap-
plicare questo “trucchetto” al caso del calore specifico.

%g% _ —/dsN(s) (5 ;“)2 %no(s)

Proseguiamo con il calcolo esplicito del calore specifico.

. 1S
Vv ar
19S5 1 dn(e) 9
vor 712 deN(e) de (e—n)
1
n(i‘:) = 1+65(57#)

Abbiamo utilizzato il concetto di densita degli stati.

N(e) = 3 33 =)
k

Questo ¢ il punto di partenza per fare lo sviluppo di Sommerfield.

Per capire circa cosa aspettarci qualitativamente come risultato del calore
specifico si puo fare un ragionamento semiclassico. Se abbiamo un sistema con
un certo numero di gradi di liberta, il calore specifico & pari al numero di gradi
di liberta per R/2. A causa della statistica fermionica non tutti i gradi di liberta
del gas di fermi sono eccitabili, ma solo quelli contenuti nella porzione di energia
compresa tra e p —kT e ep; I'ordine di grandezza che ci si aspetta in temperatura
¢ lineare in temperatura:

¢y X kyN(ep)kyT

Procediamo al conto piu sofisticato. La densita degli stati & moltiplicata
per la derivata di n rispetto a epsilon, che a bassa temperatura diventa una
delta di Dirac'. Lo sviluppo di Sommerfield permette quindi di approssimare
questo integrale vicino alla delta, invece di stringere via via la delta, si preferisce
cambiare le variabili in modo da tenere costante la larghezza di d.n, allargando
la densita degli stati: Nel fare questo integrale riscaliamo le variabili in modo
da visualizzare meglio il problema. Definiamo la variabile riscalata x:

€—p
xr =
kT

€:kax+,u

1Diventa una delta di Dirac con un segno meno, infatti il gradino & discendente.
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In generale vogliamo risolvere integrali della forma:

/dsg—n F(e) n(z) = !
—

an
dz g%

Quindi facciamo lo sviluppo della funzione in T per risolvere questo integrale:
1
Fe) = F(Tw + p) = F(p) + F'(p) (ko Tz) + S F" () (kpT)* + -

Questo ¢ lo sviluppo di Sommerfield (valido per basse temperature, dove p =
7). Applichiamolo per calcolare ¢,:

108 _
Vor

Prendiamo il termine all’ordine 0 in 7"

165_ 2 o a 1 2
Vor _kbN(M)/_oodm (83014—69”) *

L’integrale si estende tra —oo e +00, se la temperatura e prossima allo 0.
Questo integrale & noto analiticamente:

/mAﬁgif 2_ T
oo \Oz 1+ e T

Da cui si ricava ’espressione del calore specifico

—k? /d;vg—ZN(u + kyTx)z?

2
Cy = ng(sf)?T
Per tenere conto delle correzioni di ordine successivo avremo dovuto sosti-
tuire il termine seguente nello sviluppo di Sommerfield:

N(u) + 5 N" () (ahyT)?

Abbiamo saltato il termine al primo ordine poiché la 9.n & una funzione dispari,
deve essere moltiplicata per una potenza pari di x, perché & integrata su un
dominio simmetrico all’origine. Integrando il termine successivo otteniamo un
contributo cubico nella temperatura. Questo commento ¢ necessario perché
stiamo calcolando il calore specifico nel gran canonico; per cui abbiamo gia
fatto un approssimazione di oridne cubico in T il calore specifico ¢ definito
infatti come la derivata dell’entropia rispetto alla temperatura tenendo costante
il numero di particelle, non il potenziale chimico. L’errore che si commette &

cubico in T
(68) _<8S> G
oT N oT i (67];7)

——
cubica in T

Quindi se si vuole un espressione corretta al terzo ordine nella temperatura
occorre considerare anche questo contributo. Dimostriamo questa relazione:
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(59),- (), 5

Prendiamo il potenziale gran canonica, e per portarla nel canonico esplici-
tiamo la dipendenza da p diT N eV

ST, (T, N, V), V)

as 495 98 op
or), ouor
Il termine a destra p € indipendente da 7. Questa € un identita che ci dice

che p ¢ una variabile indipendente, che non dipende da T! La p ¢ variabile
indipendente del gran potenziale!

0 0 ou ON
p=nT N VLV) - Gn = Gn e+ g =0

o

N

)

) 98

o _ _ouoN __(
8T~ 9N oT

()= (),

Q

%&

g2

on\ Op
%)
o0
5= or
95 %0
on  oudT
o 0 __oN
ou opoT — oT
oN _os
oT  Ou

Da cui ricaviamo la relazione precedente. Passiamo al calcolo della densita
degli stati:

1
% Ek £ — €k

h2k2
E = —

2m

Poiché la dispersione ha simmetria cilindrica facciamo 'integrale in coordi-
nate sferiche:

o (- 12)

2m
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N(e) :477/ dk k*6(e — ﬁ)

(2m)3 2m
dk  50(k —ke)
N(e) =4 2
© ”/@szqf
(mmm. dubbi di conto)
4T m 1

N(E):W 5? kszﬁ 2me

Ripetiamo il calcolo in d dimensione:
Prendiamo N in un sistema di particelle non interagenti.

oT
on e—uon
oT T Oe
ON e—pu, On
or = | N e

on
= / N(kaI + ,lL) xkb%dz
N(p)+N' (p)ky T

Siccome il termine di ordine zero e dispari l'integrale si annulla dobiamo
andare al primo ordine:

kaN’(sf)/?zzdz
X
S —
Re
ON 2
T R2TN' ()T

Da cui abbiamo ricavato che il termine che corregge il calore specifico &€ un
termine al terzo ordine, trascurabile rispetto a quello del primo ordine.
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Capitolo 4

Teoria di Landau dei liquidi
di Fermi

La teoria & una teoria fenomenologica che ha lo scopo di spiegare perché i sistemi
fermionici siano sistemi in cui 'interazione € molto forte sembra che si compor-
tino come se fossero completamente indipendenti. E una teoria fenomenologica
che si basa su corti perturbativi. La cosa importante ¢ che questa teoria vale
se siamo interessati a bassissima temperatura (temperatura nulla). La teoria
di Landau ci dice come risponde il sistema a stimoli esterni, ma non risponde
a domande intrinseche: da informazioni sulle proprieta di eccitazione a bassa
temperatura, ma non ’energia dello stato fondamentale. La teoria si applica a
sistemi fermionici non carichi e agli elettroni nei metalli. 11 modello alla base
parte da un gas di fermioni, non un reticolo. L’energia del sistema puo essere
scritta:

2.2
g(k‘):hk

Oltre all’energia cinetica il sistema risente di un’energia di interazioni tra par-
ticelle. Se il sistema non fosse interagente lo stato fondamentale sarebbe:

o) = ] o, 10)

k?<k‘f o

2m

Dove k¢ ¢ determinato dalla densita

Pk 2 4
Y LN
K<k, (27)3 (2r)33° 7

3
oo 1
32
kg & fissato dalla densita di elettroni (non dal numero). Lo stato fondamen-
tale sarebbe caratterizzato dalla distribuzione di Fermi-Dirac. Come faccio a
costruire degli stati eccitati? Posso creare una buca e una particella.

ax, @kt ko)
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Questo stato ha spin pari a -1, e momento pari a ks — k1 (una buca e una
particella). La cosa importante & che questi stati sono instabili, perché sono
autofunzioni dell’hamiltoniana non interagente.

Lo stato di un sistema puo essere descritto attraverso la distribuzione n(k).
Questa ¢ in corrispondenza biunivoca con gli stati. Se abbiamo una distribuzione
smussata questa corrisponde ad una media su tante possibile configurazioni.

ng —ng = dny

La differenza tra l'occupazione reale, e quella del sistema non interagente,
sara sempre negativa (o al pit pari a zero) all’interno del volume di fermi, mentre
per k maggiore di kr sara un oggetto positivo.

L’energia del sistema e

E= E E(k})nkg
k
E puo essere considerato un funzionale di ng,:

27.2
OF Ly Ik

2m

5nka-

Per un gas non interagente, lo stato ¢ descritto in modo univoco dalla di-
stribuzione, I'energia & un funzionale della distribuzione, la derivata dell’energia
rispetto alla distribuzione ottengo I’energia della singola particella.

Tutte le eccitazione le costruisco attraverso le buche e le particelle. Pos-
so costruire tutto attraverso ’eccitazione fondamentale. L’idea alla base della
teoria di Landau & la presenza di interazioni fondamentali fermioniche. Anche
nel sistema interagente ci siano eccitazioni fondamentali di natura fermionica
che ci permettono di costruire eccitazioni elementari. Queste le chiameremo
quasi-buche e quasi-particelle. Sono eccitazioni elementari, che rappresentano
le particelle rivestite dalla nube di polarizzazione.

Anche in presenza di interazioni esiste una superficie di Fermi tale che tutte
le quasi particelle si trovino confinate in ky e non ci siano quasiparticelle fuori da
k. 11 ky & esattamente lo stesso nei due casi (teorema di Lattinger), e il volume
racchiuso dalla sfera di fermi non cambia se & presente o meno l'interazione.
L’altro punto & che esiste una corrispondenza bionivoca fra le quasi-eccitazioni
del sistema interagente e le eccitazioni del sistema non interagente. Immagi-
niamo di costruire il sistema interagente partendo da quello non interagente e
accendendo 'interazione molto lentamente (in modo adiabatico). Lo stato fon-
damentale non interagente va a finire nello stato fondamentale interagente, e le
interazioni del sistema non interagente vanno a finire nei sistemi non interagenti
in modo continuo®.

Quest’ultima ipotesi non ¢ esatta, ma comunque le deviazioni sono abbstanza
irrilevanti.

La comodita di questa teoria ¢ che I’entropia ha la stessa espressione per caso
interagente o non interagente. Adesso le n(k) non rappresentano le occupazioni
delle particelle ma le occupazioni delle quasi-particelle.

Il punto centrale della teoria di Landau e la E, funzionale della distribuzione
delle quasi-particelle. Questa ipotesi ¢ asintoticamente vera se siamo vicino
all’energia di Fermi.

1Questo permette di creare una corrispondenza biunivoca tra stati interagenti e non
interagenti immaginando di poter spegnere e accendere l'interazione.
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Queste quasi-particelle e quasi-buche in realtd non sono degli stati stabili
come nel caso non interagente; le quasi-particelle tendono a decadere, pero sono
asintoticamente stabili se andiamo nel limite per k che tende a ky. Il tempo di
vita di questa eccitazione va come:

1
— ~ (k= kf)?
—~ (k—ky)

Questo fatto ha come conseguenza che la larghezza spettrale in energia delle
quasi particelle non ¢ piu una § di Dirac, ma un contributo con una certa
larghezza:

Ve

Y 7

-

5% SCes - €)

La larghezza della gaussiana ¢ proporzionale a £2; andando a & nullo questo
termine si stringe piu rapidamente rispetto alla scala & dell’energia. Calcolare
I'energia dello stato fondamentale & impossibile con questa teoria, perché per
calcolarlo contano tutti gli elettroni, non solo quelli con k vicino a kg, mentre
la teoria descrive bene solo il comportamento degli elettroni in prossimita della
superficie di Fermi.

Supponiamo di avere due particelle che interagiscono (una con k > k¢, e una

all'interno della sfera di fermi).

?1 €F<ﬂF

Figura 4.1: Le due particelle nere interagiscono e otteniamo uno stato in cui ci sono
due particelle blu fuori (perché il resto della sfera di fermi & tutta piena)

Ovviamente in un processo del genere devono conservarsi i momenti e 1’e-

nergia.

E+& =6+
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Il tempo di vita con questa quasi-particella puo essere ricavato usando la regola
d’oro di Fermi (trascurando l’elemento di matrice del processo di interazione,
che viene supposto non singolare):

(f|Hintli)]> N (e)

Andiamo a calcolare la densita degli stati finale: Abbiamo la condizione di € > 0
&> 0& < 0poi&s, & > 0 La particella € e capace di interagire solo con elettroni
che si trovano in una regione pari a k7"

L_ 2,
T h

1€1] <€

Questo segue direttamente dalla conservazione dell’energia.

/ e

Anche gli & e &3 devono essere tali che loro somma deve essere < &:

/jde
/jdlfﬂ/jd@:&?

Lo spazio delle fasi del processo del decadimento ¢ proporzionale a £2:

1 x 52

.

C’¢ davanti 'elemento di matrice, ma il tempo di vita va come £2 (se I’elemento
di matrice non ¢ singolare, cosa che & vera). Questo per £ piccolo ovviamente
(altrimenti non posso portar fuori dall’integrale I’elemento di matrice).

Con le particelle non srebbe venuto lo stesso risultato. Perché stiamo assu-
mendo che lo stato fondamentale sia quello con la sfera tutta occupato e fuori
vuoto.

Lo stato fondamentale si mostra come in questa figura, ¢’e ancora un salto di-
scontinuo all’energia di fermi, ma sono presenti degli stati (del sistema non inte-
ragente, che non sono autostati del sistema) non pieni anche a € < €. Siccome
nello stato fondamentale delle particelle ci sono dei buchi, quindi il discorso che
abbiamo calcolato era possibile solo per le quasi particelle che continuano ad
occupare un volume di fermi fissato.

A temperatura finita, ’occupazione dello stato n(e) si comporta esattamente
come un fermione:

- 1
- 1 + EB(E_'U‘)

n(e)

Studiamo quindi lo stesso fenomeno a temperatura finita. Mettiamoci nella
condizione peggiore. Assumiamo che £ = 0. A temperatura finita & possiamo
trovarlo in uno stato fuori dalla superficie di Fermi soltanto in un range k,T"
&1 < kT

& puo essere creata solo nelle regioni in cui € presente una buca: possiamo
cadere all’interno di una fetta kT nella sfera di Fermi. Facendo i conti si trova
che c’e un termine che va come T2
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Figura 4.2: Schema degli stati di occupazione ny delle quasi-particelle del sistema
interagente e non interagente, a temperatura nulla.

1
— = a&? 4 bT?
-

Anche quando £ = 0 il tempo di vita della particella € un tempo di vita
finito (ma anche in questo caso a T' = 0 si ritorna a particelle a vita media
infinita). Questa ¢ una delle caratteristiche dei tempi di vita dei sistemi di
fermi. Se con un esperimento troviamo un tempo di vita minore vuol dire che
le approssimazioni della teoria non sono corrette.

In realta spesso questo avviene perché non sempre €& vero che accendendo
I'interazione adiabaticamente lo stato non interagente vada a finire sempre nello
stesso stato interagente (indipendentemente da come si accende l'interazione).

In alcuni sistemi sperimentali questo tempo di vita invece di andare come
€2 va come ¢ (sistemi superconduttori ad altatemperatura), quindi sembrerebbe
che non si possano trattare la teoria di Landau.

Ad esempio questo avviene in una sola dimensione, in cui sappiamo risolvere
il problema analiticamente. La teoria che descrive questi sistemi ¢ quella dei
liquidi di Lattinger. Pero in una sola dimensione non ¢ molto grave: Nel fare
I’analisi del processo di Scattering abbiamo scritto

E+&1=8+&

In una dimensione le cose cambiano parecchio poiché la legge di conserva-
zione dell’impulso e dell’energia permette di risolvere esattamente questa equa-
zione, quindi I'integrale non va piu su due variabili, ma una & fissata completa-
mente, quindi 1/7 va come £. L’una dimensione & un sistema particolare.

Supponiamo che 'energia del sistema sia un funzionale della distribuzione
Nke, che € una distribuzione delle quasi particelle. La variazione dell’energia se
mi sposto dallo stato fondamentale sara:

0F = Z Ekaénkg
ko

Una variazione infinitesima della distribuzione determina una variazione dell’e-
nergia:
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B 5nkcr

ko

Questa ¢ una derivata funzionale. Nel caso non interagente € era l’energia
della particella libera, adesso non € piu cosi, la €, € ancora un funzionale.

Possiamo dimostrare che la distribuzione delle quasiparticelle all’equilibrio
soddisfa la distribuzione di Fermi. Queste quasi particelle sono dei fermioni.
Partiamo dal gran canonico:

Q=E—TS —uN

Qp,T,V)

Fissando p, T e V possiamo pensare questo potenziale in termini della distri-
buzione di quasi particella, e questo all’equilibrio vuol dire avere una distribu-
zione di quasi particelle, tale che qualunque variazione ho un aumento del Gran
Potenziale (¢ minimo all’equilibrio). La variazione di © deve pertanto essere
nulla:

50 =0
§Q = 6E — T3S — pdN =0

0= ereOnrg —p »_ npy —T5S

ko ko
—_——— ———
OFE ON

Z g (ke — p) =T6S
ko

L’entropia che descrive il numero di stati presenti deve essere la stessa del
sistema non interagente, poiché l'interazione & stata accesa in maniera adiaba-
tica.

S =—k Zn;m Innge + (1 — nge ) In(1 — ngy)
ko

Nko
0S = —kp E In ——6ng,
ko 1= no

Nko
00 = €ko — M) + kT In ————— | dnge =0
5 [(er =+ kT 22 g,
ko
Qualunque variazione arbitraria deve soddisfare questa condizione. Questo

implica che tutto il termine che moltiplica dny, deve essere nullo:

Eho — b= —kaln%

1

ke =7 + eBlewo—p)
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Questa & un equazione molto pit complecata della distribuzione di fermi
standard, poiché ¢ & un funzionale della distribuzione stessa.

0F = Z E/ménkg
ko

Espandiamo ora §F in potenze della deviazione di dn rispetto allo sta-
to fondamentale. Sullo stato fondamentale la nj, € una funzione a gradino,
sviluppiamo tutto rispetto a questo:

0
MNko = Nko — Npgy

Sviluppiamo la variazione del funzionale di Landau in potenze dello sviluppo
rispetto alla teoria di Landau.

1
OF = Zggoanka + 92 Z 5nk05nk/a’f0,o’ (kv k/)
ko

! ’
k,k’ 0,0

o < OF >
ke 6nk0' Nk =n0

Dove abbiamo calcolato la derivata funzionale sullo stato fondamentale.

fgg,(k’k/) — (m) .

5nk05nk’a/

Lo sviluppo di Landau al secondo ordine ci basta per trovare le risposte
del sistema che ci interessano. Questa espressione mi da automaticamente un
espressione di €,

€ko = 520 + Z fo,a/(kz k/)ank/U'
Ko’

Questa ¢ l'espressione dell’energia di quasi particella, che ha due contributi.
Il primo conributo e detto energia in isolamento, il secondo contributo e detta
energia di interazione. Difatti il termine al secondo ordine tiene conto della va-
riazione delle energie al cambiare di posizione reciproche di due quasi-particelle.
Questa scrittura ¢ conseguenza dell’interazione del sistema.

La scrittura di ¥ come la variazione € molto pit sensata di E scritta come
funzionale, perché da ragione delle variazione fisiche vicino alla superficie di
fermi. In altre parole non possiamo dare l’energia dello stato fondamentale
in assoluto, ma solo le variazioni. Ovviamente il termine €9_ non ha nulla a
che vedere con k%/2m. Quando introduciamo la quasi particella (facciamo una
variazione della distribuzione rispetto allo stato fondamentale) € ¢ I’energia
della quasi particella se ignoriamo il fatto di di aver modificato la distribuzione.
Possiamo introdurre la velocita di quasi particella:

.18 0
Uho = — =
M ROk
Ci poniamo proprio sulla superficie di fermi:
14, hik s
Ukio = ok ke om*
k=k;
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Dove definiamo m* come la massa della quasi particella. Una volta che
abbiamno definito per la massa efficacie dobbiamo avere un espressione di €°.
Oppure posso anche non fare conti perturbativi, questa massa efficacie ¢ la
grandezza che appare nel calore specifico delle quasi particelle.

La cosa che esce fuori € che ha esattamente la stessa espressione del sistema
delle particelle non interagenti. L’unica differenza & che la densita degli stati
diventa la densita degli stati di quasiparticella. Adesso la densita degli stati
diventa la stessa espressione trovata nel caso non interagente con m* al posto di
m. Se faccio una misura di calore specifico stiamo misurando la massa efficacie.
11 calore specifico & proporzionale alla massa efficacie dell’oggetto?.

Se l'interazione & piccola mi verra la massa della banda, se mi viene molto
diversa e dovuta al fatto che ¢’¢ una grande interazione. Esistono sistemi in cui
queste masse possono venire molto piu grandi.

Vediamo da dove viene questo discorso sulla densita degli stati. Quando
abbiamo fatto il nostro conto sulla densita degli stati:

N(e) =2 ILEES

€% ha tutte le informazioni sull’interazione, ma calcolate sullo stato fonda-
mentale.

N(g)—Q/dSk(S(s —e.)

- (2m)3 kol
5(k—ky)
thf/m*

Ma questa ¢ lo stesso risultato che troviamo nel sistema non interagente,
I'unica differenza ¢ che al posto di m abbiamo m*

kfm*
h2m2

Quando andiamo a fare il calore specifico il conto che abbiamo fatto la scorsa
volta (I'entropia ¢ la stessa, apparte una sottigliezza di cui non parliamo).

N(eg) =

Cy m

Cyo m

Dove Y ¢ il calore specifico non interagente.
v

4.1 Funzionale energia di Landau

Eko = 520- + Z faa’(k/u k)énk’a/
ko’
f ha le dimensioni di un energia. Se la somma ¢ finita nel limite di grande

volume f ~ ¢ (siccome abbiamo una somma su tanti termini, questa deve essere
di ordine 1)

ZB
—F
foy

2Vedi capitolo precedente.
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Dove [ & un parametro per far tornare le dimensioni, e rappresenta il range
di interazione.

f ha una dipendenza dello spin, possiamo lavorare con due grandezze piu
convenienti:

Lkl i~ el AE
2 - S 2 - as

Invece che lavorare direttamente con fi4 e fyy, lavoriamo con queste combi-
nazioni simmetrizzate e antisimmetrizzate.

Se facciamo una variazione tale che dn44 = dnqy avro il termine simmetri-
co, mentre se facciamo perturbazioni che cambiano lo spin del sistema dn4p =
—dényy, comparira nell’interazione la f,s.

Quindi la f,s mi descrive la risposta a perturbazioni che modificano lo spin
e la f5 quelle che non modificano lo spin.

La f sembra una funzione di due vettori kel Quando faremo perturbazioni
alla superficie di fermi, i & che vengono modificati sono tutti circa pari a kp.
Questo midice che in realtd f & una funzione dell’angolo tra k e k' (poiche i
moduli sono pari a kp):

f(kg ky) =0 )
Diciamo che dipende dal coseno dell’angolo, che varia tra -1 e 1. Possiamo
espanderla per un set completo attraverso i polinomi di Legiandre:

fP(cos@) = Z 7 Pi(cosb)
1

Siamo passati da un oggetto che ¢ una funzione a un oggetto che ¢ una
successione, Questa espansione ¢ la stessa cosa di fare ’espansione in armoniche
sferiche che dipende soltanto da 6, la parte ¢ ha sempre m = 0.

/ dQ2sin 0dfdy = / d cos Odp

Gli integrali angolari possono essere espressi attraverso i polinomi di Legan-
dre
I polinomi di Legiandre.

1 dv(z? —1)"
Pu@) = o g

Con questa funzioni i polinomi sono ortogonali, ma non ortonormali:

2

[ deR@Pa@) = b

Da cui ¢ semplice trovare i termini

2041 1
flS,llT_F / B(COS Q)fs(cos Q)dCOSQ
-1

fo= %/f(s)(cosﬁ)dcose

Cioe fy e la media angolare della nostra funzione.
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Calcoliamo f;

Pi(z)==x
Py(x) = % [32% — 1]

4.1.1 Calcolo della compressibilita

Facendo la variazione del funzionale di Landau abbiamo scritto il valore della
€ko al primo ordine.

I hk
Vr = ﬁvszgg =

Con questa espressione si definisce la massa efficacie m*, ed ¢ esattamente la
grandezza che viene nella densita degli stati di quasiparticella. Quindi abbiamo
difinito le f;"*, come i coefficienti dello sviluppo in polinomi di Legiandre della
foor(k, k). Questi oggetti hanno le dimensioni di una energia. Se la molti-
plichiamo per la densita degli stati e per un volume otteniamo una grandezza
adimensionale.

m*

P‘v[S,(l — VN(E) ls,a

Queste F' sono dette ampiezze di Landau.

Ci calcoleremo la compressibilita, che puo essere scritta attraverso il fattore
di interazione F'.

La compressibilita & un numero positivo, definito nel seguente modo:

__1 (v
Xo = 14 opP N=cost

Si puo dimostrare che ¢ uguale:

1 0p
Xp = 545
P p?ou
Questa espressione ci piace perché e piu semplice da calcolare nell’insieme

Gran Canonico. Verifichiamo come cambia il numero totale di particelle al
variare del potenziale chimico:

SN = dnge
ko

Modificare il potenziale chimico corrisponde a modificare la dimensione della
superficie di Fermi, ma non la sua forma. Tuttavia dobbiamo tenere conto anche
di come una variazione di p introduce variazioni all’interno del funzionale &
stesso:

on

Mo = [—5# + 561w]

aEkg

Dove il meno davanti a du va messo perché la n dipende da p con un segno
meno rispetto alla e.
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Siccome siamo interessati ad avere tutto rispetto a du

Eko = 520- + Z fo”o’(ka kl)(snk’a’

k'o’

La ¢ dipende da n quindi al variare di p cambia n e di conseguenza cambia

e =" foor (b, k' )01k

ko’

A temperatura nulla la n & una funzione a gradino, da cui la derivata & una

delta.
on

6Ekg

= —5(5? —€y)

Snkg = —0(" —£5) | D foor (kK )onkror — Sp1

k'o'ko
Se facciamo una variazione di potenziale chimico non facciamo nessuna
differenza tra particella 1 e particella |:

(Snle = (5nk/¢

freong + friong = (frr + fr)dng = f*(dng +dny)

Sn = —0(c) —ef) [ > 2k, K )onpgr — dpa
k'o’
Il nostro sistama & invariante per rotazione, quindi il sistema dng, non
dipende dal versore di k’. Quindi quella f integrata su k¥’ da la media angolare.
Poiché la media angolare & 'armonica zero, possiamo riscriverlo come:

5nk0- = *5(820 — Ef) fg Zénkw 75/1

ko’
ON

Adesso la situazione ¢ molto piu semplice. Adesso sommiamo tutto su k e

ON ==Y " 8(cp —e5) (f36N — Sp)
k,o

VN(EF)

SN = ~VN(ef) [f§6N — 64

SN = —VN(ep)fs 6N + VN(ep)iu
————

Fg
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(14+ F;)0N =VN(ep)ou

@ N N(é‘F)

ou 1+ F;

Grazie a questa formula abbiamo ottenuto la compressibilita. Cosa cambia
rispetto al sistema non interagente?

pZ/MN(E)dE
o — Niew)

La differenza ¢ data sia dalla N (che nel sistema interagente ¢ la densita
degli stati di quasi particella), che dal nuovo contributo al denominatore.

X m* 1

0T m Ity

Una misura di compressibilita e una misura di calore specifico ci definisce il
termine F§. In questo modo abbiamo un vincolo su F§: Fy > —1, perché la
compressibilita non puo essere negativa, se fosse proprio pari a —1 ci troviamo
in una transizione liquido gas.

Se mettiamo un campo magnetico, vogliamo discutere ’accoppiamento di
spin:

—gupo H*

Questa e la perturbazione, quindi si introduce all’interno dell’e:

Seke = —gtip 0= W+ Y foor (kK )onprer
~~~ o
+4

Dove h* & la quantita piccola piccola. Dobbiamo calcolare la stessa cosa di
prima. Se vogliamo calcolare la variazione di n rispetto a h:

In teoria dentro dn abbiamo anche du. Tuttavia se inseriamo un picco-
lo campo magnetico come si comporta il potenziale chimico? deve cambiare
in modo uguale sia per elettroni 1 e | (ha lo stesso segno). Quindi cambia
quadraticamente in h e lo posso trascurare.

In questo caso

onpp = —dnqy

Il procedimento ¢ lo stesso di quello che abbiamo fatto prima, ma questa volta
avremo la sola f antisimmetrica, si ripetono tuttii passaggi del conto precedente,
e troviamo la susciettivita di Pauli.

_OM _ ¢*up Nley)
XSTon T4 1+ B

0

Xs m* 1
Xs m

T
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Si ricava che anche qui Fij > 1. L’istabilita di un sistema ferromagnetico e
dovuta al fatto che F§ — —1.
Questa e la teoria di Landau in cui questi coeficienti sono interagenti.

4.2 Approssimazione Hartree-Fock di campo me-
dio

Andiamo a fare I'approssimazione di campo medio, troveremo un espressione di
tutti questi fattori in questa approssimaizone.
La nostra hamiltoniana ¢ data da:

1
Hy+ H; = Z Eko a;‘gakg + W Z V(q)a}&rq’gag,7q’0,aklala;w

ko 22 k.k',q,0,0’

2m

Prendiamo il valor medio della nostra hamiltonianas:

<a¥aaka> = Nko
Il valor medio del secondo termine ¢ difficile da calcolare:

(ataTaa)

Per calcolarlo possiamo fare I'approssimazione di campo medio. Questa
approssimazione trascura le flutuazioni: Immaginiamo di avere due operatori,
A e B, di cui vogliamo calcolarne il valore medio:

(AB) ~ (A) (B)
(AB) = ([A+ (A - A)][B+ (B~ B)))
— AB+ ((A— A)(B - B))

Da cui stiamo trascurando le correlazioni. Sfrutteremo questa approssimazioni.
Ricordiamo che
(a) =0

Il termine di Hartree ¢ ottenuto comrpimendo il primo con 1'ultimo termine:

<az+q.,aa’k70’> ’ <az’fq,o’a’k’,0'>

Poi possiamo comprimere primo e terzo:

_ <a;:+q,aak/al> <a;:,_q70_/akg>
Fock

Il segno meno & dovuto allo scambio di operatori che abbiamo fatto. In
teoria dovremo aggiungerci i termini in cui accoppiamo i due termini con a*.
Tuttavia questi sembrano nulli. (in realtd si ¢ dimostrato che nei sistemi di
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superconduttori questi termini non si annullano, tuttavoia in questi sistemi si
possono trascurare).

Ora la media di Hartree puo essere diversa da zero solo se g & pari a zero.
QUindi il termine di Hartree ci da una delta di dirac per q. Questa media e:

<az+q7aak0> <az—q,o’ak/0’> = 5((])nk,ank’a/

Il termine di Fock invece ci da una d,4:
/
- <a;v~_+q,oak'0’> <a;7q7a’ak0> = _60,0/5(]‘1 +q—k )nk’ﬁnka

g=k —k

Da cui possiamo fare ’approssimazione Hartree-Fock per il potenziale medio:

HF = Zf‘:kanko 2V . k,z: / [V(O)nkgnkzg/ — V(k/ — k)ﬂkgnk/gldga/]

A questo punto possiamo mettere ng, = ngg, cioe calcolarla nello stato
fondamentale. In questo caso particelle o quasiparticelle sono la stessa cosa.
In realta possiamo fare una cosa piu raffinata, aggiungendoci una piccola
modifica.
Nko = MYy + 6N

In questa aggiunta otteniamo un espressione di E — Ej quadratica (esatta-
mente la stessa della teoria di Landau). In queso modo abbiamo delle espressioni
analitiche per calcolare i coefficienti di Landau.

h k2 1
= 0)nQy — V(K — k)nl000) | +o(6n?)

kl/

FE— EO Z (5nkg

Abbiamo trovato 'espressione analitica di £ :

Eho = s +iz (V(0)nRgr = 00 V(K = k)nlor]
ko om \% k'a’ oo k'o’

k'o’
Possiamo naturalmente calcolare il termine al secondo ordine:

1
~57 [V (0) = V(k — k)80] 100 01700

kk'oo’

Quindi abbiamo anche trovato le funzioni f:

1
sor (k') = 72 [V(0) = 80 V (K = k)]

Questa approssimazione porta solo due contributi: La seconda & possibile
solo se le due particelle hanno lo stesso spin, ed ¢ dovuto al fatto di avere
particelle identiche.

In approssimazione di Hartree-Fock possiamo calcolarci la f*:
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e
1 , 1
frr= VO -V -K] =3V

S 1 1 /
=y Vo - v - o]
= [pve-n)

C’¢ un caso molto frequente in cui l'interazione V(gq) ¢ indipendente da ¢
(questo implica dire che V' (r —7') sia una delta di dirac). Un interazione a Delta
¢ comoda soprattutto sul reticolo (interazione limitata a particelle dello stesso
sito).

S U —

f =5 U=V(0)
as_ig
= 2V

Per questo modello in cui abbiamo una forza repulsiva a cortissimo raggio
abbiamo una f simmetrica positiva e una f antisimmetrica negativa.

Al crescere di U puo diventare istabile per la susciettivita magnetica.

Data questa come €g. Il primo termine & proporzionale a p. Cioe descrive
I'interazione di una particella con la media di tutte le altre:
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= /dr’V(r —1")p(r")

Questo termine ¢ una costante, la sua derivata rispetto a k € nulla. Il termine
di Fock e diverso:

—ZV nk,

Questo termine mi da effettivamente una dipendenza da k per cui ottengo
una correzione alla velocita rispetto alle particelle libere.

4.2.1 Calcolo della velocita e della massa efficacie

L’espressione del primo termine dello sviluppo nella teoria di Hartree-Fock e
data da:

2
Eggzzk an,,—VZV E)nd,,

p

Il termine di Fock ¢ dato da una media incrociata sugli operatori di campo.
Vogliamo calcolare l’espressione del V(k), definito come:

S
LT
k19
M9 K — k),
" ror 2V i

k’

11 termine di Hartree non da contributi a questa derivata (& costante in k).
Ricordiamo che n) & una © di Heviside. Possiamo fare un cambiamento di
variabili per portare la derivata sul secondo termine:

kZV Enl, =

9 0
% Z V(EG, ., K=K =k
k/

ko1
Kk P ak”k'+kv
10p, _ 0n° 0, 1
ho 0k 0., Ok *TMoh
————
A
1n? ,, on®
S )

hoOk 0l
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k onl. .
T = @ 1 V(K "ktk

k’

ok + K
Ockyrr ( )

Facciamo il cambio di variabili al contrario.

[“)nk,ﬁ
7_fZVk ') 8sk/ (k")

11 potenziale puo essere riscritto usando le funzioni simmetriche. Riscriviamo
il secondo termine dell’espressione della :

any,
23" fe(k — ) % o —2Zfas (k— K)o(ep — e )T
k N——
_6(5k_52/)

Ci stiamo calcolando k introno a ky. Quando abbiamo da fare un integrale,
questo & conposto in due parti, c’e un integrale sul modulo di k che controlla la
0 e poi c’e¢ anche 'integrale dell’angolo.

31/ R
QV/%a(Epak/)ﬁk/f(kk/)

:2v/(k2;j)k/dﬂ d(ef —ew)Tr f(O)

La delta esce fuori dall’integrale angolare.

K2 dk! ) R
2‘//(27_(_)3 5((‘:]‘ — €k)/dﬂ fs(kk/)?)k/

Riconosciamo che il primo integrale ¢ la densita degli stati a meno dell’inte-
grale angolare (che posso aggiungere moltiplicando e dividendo per 47). Questo
integrale puo essere fatto direttamente dalla formula di partenza de si mette in
mezzo alla somma il termine:

dsy
_225(5f_5k’)/ I f(kk’)’l)k/
kl
VN(EF)
dY o,
—/ i (k’k’ )’Ukl

I1 2 se 'assorbe la densita degli stati (non c’¢ la somma sugli spin quindi il
2 & la molteplicita di spin)

Dobbiamo metterci in coordinate polari per risolvere l'integrale angolare.
Per farlo possiamo prendere come asse z proprio k:

*VN(EF)/%]“(COSG)’F}‘]‘/

La direzione di questo integrale ¢ senza dubbio lungo k infatti I'integrale e
simmetrico rispetto a rotazioni attorno a k. Possiamo scomporlo in un pezzo
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diretto lungo k in un uno ortogonale a k. Quello ortogonale & senza dubbio
nullo, quindi possiamo riscrivere il vettore in questo modo:

Vgt = Uk + U s

—VN(ep) / Z—Qf(cos 0")vs cos 0'k
7r

Riscrivendo tutto quanto:

Dove il prodotto vfl;: ¢ Ug. Infatti k& e praticamente il k di Fermi.

T = @ — ﬁk/ dC;SOFS(COSH) cosf

Possiamo sviluppare F*° in polinomi di Legiandre. Poiché questo € moltipli-
cato per cosf che ¢ il polinomio di ordine 1, tutti gli altri termini si annullano
(sono ortogonali) tranne 1. Dobbiamo metterci un fattore di normalizzazione

davanti e trovare che:
. 1.\ hk
B\1rgh) =

Questa espressione & esattamente quella che collega la velocita con la teoria
di Landau (di cui Hartree-Fock & un caso particolare). Da questa espressione si
ricava la massa efficacie:

. hk

Vi = "

m

m* 1
— =14 -F%
m +3 !

Siamo riusciti a legare la massa efficacie alla F.

4.2.2 Corrente e velocita nel sistema interagente.

Abbiamo definito la velocita ¢} = %% Se abbiamo un sistema non interagente
la corrente e la stessa cosa della velocita. Se abbiamo un sistema interagente,
possiamo dimostrare che ¢ non ¢ la corrente del sistema. Il problema & che
abbiamo questa eccitazione che si sta muovendo con velocita v. L’interazione
reagisce con le altre particelle, quando si muove si porta appresso un po’ del
resto, polarizzando il mezzo. Il numero che passa, non ¢ solo quello associato al
U, ma anche quello che fa il contorno.

In realta la corrente si ottiene:

R 1,
kZ’Uk<1+3 l)
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Da cui si ottiene che, in approssimazione di Hartree-Fock, vale:

hk
Jp = —
m
Nel caso invariante per traslazioni e semplice mostrare questa regola. Faccia-
mo una piccola eccitazione dallo stato fondamentale di tutto il sistema (quello
con particelle reali):

0

az V)

Che ha come corrente: ~
- k

Jp= —

m

Lui non & un autostato del sistema, ma devo mescolarlo con tutti gli altri
stati. Poiché c’e I'invarianza traslazionale per ogni k distrutto c’e un k creato.
Quindi il momento totale complessivamente & ancora k. Applicare un hamil-
toniana di interazione invariante per traslazione non cambia i momenti. Lo
stato vero (che posso ottenere applicando H infinite volte) ha quindi lo stesso
momento e corrente dello stato di partenza, elementare che abbiamo scritto.
Quindi se abbiamo un sistema interagente la corrente € una quantita conservata
se l'interazione e invariante per traslazione. Se abbiamo un reticolo ovviamen-
te non & vero (in quel caso si conserva il quasimomento). Quindi la corrente
dell’autostato del sistema ¢ semplicemente k /m, senza la massa efficacie.

Daremo una dimostrazione formale di questo quando ricaveremo esplicita-
mente la formula della corrente.

4.2.3 Stabilita

A partire dal segno della compressibiloita e delle osservabili che possiamo rica-
vare dalla teoria di Landau possiamo imporre alcune condizioni sulla stabilita
del sistema: affinche un sistema sia stabile si puo dimostrare che

F*>—(20+1)

Questa sistema ci dice che questo oggetto e stabile o meno rispetto al ferro-
magnetismo, ma non rispetto al antiferromagnetismo?.

Se il sistema e stabile ogni variazione che posso pensare nel funzionale di
Landau aumenta ’energia del sistema. Nei dati sperimentali nell’elio 3 in fase
di Fermi, ha un aumento di massa pari da 3 a 5. La compressibilita e che il
rapporto tra le compressibilita che viene circa 0.1 (quasi tutto un effetto di
massa efficacie). Il fattore di Enancement del magnetismo ¢ praticamente pari

a 4, cioe il sistema a causa dell’interazione reagisce 4 volte di piti.
Dimostrazione della compressibilita
1 <8V> 1 0p
X = —— e = — —
AN T=cost p2 81“’

3L’antiferromagnetismo & un sistema in cui tutti gli spin sono alternati a coppie, per cui
I’onda di spin ha un passo molto piccolo 7/a, e altissima velocita.
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1
X= =3P
Vv
Bisogna sfruttare il gran canonico:
1 € intensivo, quindi deve essere funzione di N e V tramite il loro rapporto,
la densita:

P(‘/:N) = P(M(T7p)aT)

(T p). 1) = =50
P 9P du
oV T auap”
_ 1
oP _ 0 %0 O,
ou opdvV ovVou OV
_19p
X 2o
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Capitolo 5

Distribuzione delle
quasiparticelle

Fino ad adesso abbiamo studiato un sistema omogeneo, e quando mettevamo
perturbazioni le variazioni imposte erano variazioni di tipo omogeneo. Imporre-
mo adesso un caso in cui immaginiamo di mettere una perturbazione esterna che
possa dipendere dallo spazio e dal tempo (ad esempio un potenziale esterno).
Occorre utilizzare delle variazioni dny, che siano funzione dello spazio: dny(r,t).

Se introduciamo un potenziale oscillante il k£ non & piu un buon numero
quantico per il sistema. Tutto quiesto ha senso solo se la lunghezza d’onda del
potenziale esterno A & sufficientemente grande, in modo che in ciascun volume
di quantizzazione il potenziale sia circa costante. Se vale questo k£ & un buon
numero quantico per ciascun volume di quantizzazione, e si puo introdurre un
diverso dny per ciascun punto dello spazio.

Perché questa approssimazione sia buona la lunghezza associata al vettore
d’onda di Fermi, A\p = i—’fr, deve essere contenuta nel volume in cui e definito il

ony: da cui la condizione che deve soddisfare il potenziale & quello che:
A>Ap

Studieremo sempre oggetti tale che ¢ < kp, la nostra perturbazione deve
avere un vettore d’onda molto piu piccolo dei nostri fermioni. A questo punto
ong diventa il numero di occupazione per unita di volume, quest volume & molto
pit piccolo del singolo A, ma molto piu grande della scala atomica. Fatta questa
approssimazione si puo generalizzare ’espressione del funzionale di Landau a
questo caso.

SE = / d3réE(r,t)

SE(r,t) =Y [0, + U(r,0)] dnko(r, t)+% > oo (b K )onpgr (1, 8) 6000 (1, 1)

ko oo’ kk’

Questo e corretto nel caso di forze a corto raggio. Nel caso di forze a raggio
lungo come la forza coulombiana c’¢ un problema. Dovremmo mettere oggetti
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che tengono conto delle densta in posizione differenti. Invece di scrivere le inte-
razioni a coppie, scriviamo che la singola particella interagisca con un termine di
potenziale generato dalle altre particelle. Insieme al potenziale esterno bisogna
aggiungere il potenziale interno che soddisfa ’equazione di Poisson:

V2p(n,t) = —4me? Z 0Nk (1, t)
ko

1l termine f,, (k, k") & lo stesso che conosciamo sempre a meno di un fattore
dimensionale, infatti f € moltiplicato tra due densita, quindi f & un energia mol-
tiplicata per un volume. In questo caso con questa scelta di f si puo tramutare
in F' in questo modo:

Nf—>F

Dove il V' ¢ incluso gia in f.

5.1 Equazione di Boltzmann

Classicamente quando si scrive ’equazione di Boltzman si descrive il numero di
punti nello spazio delle fasi che hanno posizione r e impulso p. Classicamente
scriviamo che:

d on = I =3 >
an(k,r,t) =5 +Vn-r+Vyn-p=1

La derivata totale della nostra distribuzione cambia perché la nostra parti-
cella urta e va in un altra posizione. Quindi a destra ci vuole il termine I detto

integrale degli urti.

. OH . OH
"= dp p= or

Questa ¢ ’equazione classica di Boltzmann.

C’¢ un problema: un volume nello spazio delle fasi si evolve come un liquido
imcomprimibile (Teorema di Liouville). Il teorema di Liouville si applica ad un
volume nello spazio delle fasi I', in cui un punto & individuato dalle coordinate
canoniche di tutte le particelle: ry, 9, 7, € P1, D2, -, Pn-

In realta stiamo descrivendo il sistema con un hamiltoniana che dipende solo
da p e r, non 'hamiltoniana vera del sistema. L’interazione tra le particelle &
stata inserita nel termine aggiuntivo I.

Nello scrivere questa equazione, il nostro sistema e un sistema a n particelle.
C’¢ una parte dell’hamiltoniana che non descrive effettivamente uno scattering,
ma cambia debolmente il suo impulso, tutta la parte dell’interazione che fa
cambiare sostanzialmente lo stato del sistema, ¢ messo negli integrali degli urti.

Possiamo ripetere il conto per il caso classico applicandolo alle quasi parti-
celle:

n(p? 7', t) = nka’ (T7 t)
La teoria di Landau ci permette di descrivere queste derivate in funzione della
€ko (Ta t) :
La teoria di Boltzman-Landau ¢ una teoria di Boltzmann in cui ’hamilto-
niana ¢ sostituita dall’energia di quasi-particella.
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dn on _ = o
Y T 5V e + EV g, = 1

dt ~— ot
. _lagko’ k__lagka
U =5 ok ~Thor

Queste sono le equazioni sostitutive. Possiamo riscrivere tutto quanto messo
insieme:

gy 1|0~ O O

ot T ok T grap e | =1

Questa equazione ¢ altamente non lineare perché la € a sua volta dipende
dalla perturbazione. Ora pero per temperature molto basse nel sistema di fer-
mioni la I descrive il fatto che una quasiparticella di momento k decade e va a
finire in un altro k. Questo I descrive i processi di decadimento delle quasipar-
ticelle. A bassa temperatura perd questo I ¢ una quantita che tende a zero, ed
e collegato all’inverso del tempo di vita delle quasi-particelle.

Ci sono alcuni fenomeni che richiedono una modellizzazione con una I #
0, tuttavia per il caso che stiamo studiando adesso possiamo tranquillamente
prendere I = 0.

Possiamo semplificare un po’ questa espressione prendendo la sua realizza-
zione lineare, che e piu semplice da studiare. Tutta la non linearita deriva dai
due prodotti di € e n. Bisogna capire se esiste un termine semplicemente lineare
nella perturbazione. Il primo termine é:

7]
£ vrnka

In assenza di perturbazione il sistema & omogeneo, quindi il gradiente di n si
annulla (il contributo di Vn di grado piu basso ¢ al primo ordine, quindi basta
prendere il contributo di ordine 0 in €). La derivata rispetto a £ ha un termine
di ordine zero, che & proprio la velocita. Linearizzare questo termine significa
sostituire il termine Oer, con il termine: 8k€20. In questo modo abbiamo
linearizzato.

Per il secondo termine:

Oe 8le0
ar Ok
I 9,¢ ha ordine zero nullo, mentre Jxn no. Quindi per linearizzare dobbiamo
prendere I'ordine zero di dyn (9xn®) e il primo ordine di d,e. Questo perché
orel =0.
Possiamo riscrivere I’equazione come:

0 0 -
37? + 7_)';9@71]@(, + (5(820 — Ef)ffkvrskg =1

Dove abbiamo fatto derivata composta

8kn0 = 8En06ks

ko = e + UML)+ forg(ky K )onpror

o'k’
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Viehe = VU, 8) + Y foor (kK )V 10010
k'o’
Questa e la nostra equazione di Boltzmann-Landau.
Si puo andare a vedere se questa equazione e ragionevole, e soddisfa 1’equa-

zione di continuita. L

6p = Z (Snka
ko

Ricordando che:

—

V- (ai(r)) =aV-7+7- Va

Possiamo riscrivere I'equazione di continuita:

Tho =Tn+ > _ 0(ewor — €f)Tnfoor (k)

k'o’
J = § .Tka'énko'
ko

Dove i termini ), I = 0 perché il momento totale ¢ nullo. Con un po’ di
conti si puo dimostrare che:

- 1
ko

Questo ¢ vero nella teoria di Landau, non abbiamo usato le approssimazioni
della teoria di Hartree-Fock. (Il trucco ’abbiamo fatto grazie al cambiamento
di indici).

5.2 Suono

Il suono e un’oscillazione di densita, un’eccitazione di densita che avviene a
temperatura costante. Il problema del suono normale e che e strettamente
importante che vi sia equilibrio terminco. La frequenza del suono deve essere
minore della frequenza degli urti. Il tempo dell’onda deve essere maggiore del
tempo degli urti. In modo che il sistema sia sempre in equilibrio. Il suono ¢ un
oscillazione interna del sistema, che si propaga senza perturbazione esterna.

Se vado a bassa temperatura ci aspettiamo che ci siano dei problemi, il
tempo di equilibrazione e sempre il tempo che diventa piu lungo e il suono
diventa piu grave. Le interazioni a lungo raggio sono importanti, quindi sistemi
carichi e sistemi neutri si comportano in modo differente. Il “suono zero” &
una caratteristica dei sistemi non coulombiani, gli elettroni in un metallo hanno
un altro tipo di suono detto plasmone che tiene in considerazione le interazioni
coulombiane a lungo raggio.

La prima curva (Figura 5.1) che all’abbassarsi di T si alza si pud spiegare
dicendo che il tempo d’equilibrio diminuisce sempre di pitt (aumentano i tempi di
scattering). Se guardiamo la velocita del suono vediamo che c¢’¢ una transizione
nei due regimi (Figura 5.2)
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Figura 5.1: Curva di dispersione del suono in un materiale senza interazioni a lungo
raggio

Figura 5.2: Curva della velocita del suono, transizione della velocita al variare della
temperatura e suono “zero”.
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Nel suono allo zero assoluto, la forza che stabilisce ’equilibrio non & piu
data dagli urti. A bassa temperatura chi stabilisce I’equlibrio non & 'integrale
degli urti I (che tende a zero) ma & l'interazione stessa che agisce come forza di
richiamo.

Passiamo alle trasformate di Fourier in modo da avere un equazione algebrica
(Il suono avviene in assenza di perturbazione esterna, per cui mettiamo VU =
0).

ke (r,t) = /dqdwefi“’t”qrénk(q,w)

—iwonke (g, W) + Triqonke (g, w) + 6(eh, — 1) Tkiq Z Joor (kK )onp o (q,w) =0
k'o’!

(ﬁk ' 17* w) 5711«7((],0-}) + 17k ' 66(520 - €f) ! Z fUO/(kv k/)ank’ﬁl (q,w) =0

k'o’

Questa & chiaramente un equazione omogenea, ha una soluzione dn pari a
zero. Pero potrebbe ammettere anche un autosoluzione, I’autosoluzione ¢ il mo-
do proprio per il sistema. Questa autosoluzione avverra solo per una particolare
relazione w(q), che & la curva di dispersione, dalla quale si ricava I’espressione
della velocita del suono. Prendiamo una deformazione della superficie di fermi:

0(ks — k) = 0(ks + u(d, ) — k)
I1 nostro dn ¢ dato:
on = 0(ky — k) — 0(ky +u(V,p) — k) = 5(ky — k)u(8, )

Non siamo obbligati ad usare la stessa variazione per spin T e spin . La § fatta
rispetto a k risulta scomoda, per cui trasformiamola in una ¢ nelle energie:

1
6(el —ef) = —6(ky — k
(ek —¢7) hos (ky — k)
Dobbiamo trovare i modi normali per un sistema non carico, come ’elio 3:
(7T —w)ong + - TS(f —p) D foor (kK )np =0
k'o’
Sng = 6(% — ep)hfv|ug (k)

Scrivendo tutto quello che otteniamo si ottiene:

(@ Ok — g (b, §w) + G- Tn > foor (kK)o (err — £5)uor (K, q,w) =0
k'o’

Introduciamo 'integrale in dQ2/4m, in modo da esplicitare la parte angolare,
la ¢ si prota fuori dall’integrale angolare, la somma su &’ della §. Poiché la
somma su o & esplicita &€ meta della densita degli stati. Questa densita degli
stati moltiplicata per la f otteniamo la F"
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(@ T — w)uo (k, §w) + 2 2“’“ 2/% o (s K Yo (B, @, 0)

Possiamo disaccoppiare le oscillazioni, dividiamo le oscillazione tra w4 4 uy,
e quelle che riguardano vy — uy. In questo modo queste equazioni accoppiate
per gli spin possono essere disaccoppiate prendendo gli spin simmetrici e an-
tisimmetrici. Possiamo fare somma e sottrazione. Con questa rotazione degli
spin si puo diagonalizzare questa equazione.

Questo argomento e generale, e puo sempre essere fatto per simmetrie inva-
rianti sullo spin.

{ up(-- ) + Frrur + Fryuy
uy (o) + Flpur + Fiuy

Quando le sommo mi viene:

up +uyp + Ffup + Fup = Ffus

. L rdo .
(@ o0 = i) +7- 5 [ TP 0K g,)

Se facessimo 'antisimmetrica sara esattamente la stessa equazione. Stu-
diamo solo la funzione simmetrica. Prendiamo ¢ equivalente alla direzione

2.
q-vi =vgqcost

A aay’ . ~
(vpgcos — w)ug(k,q,w) + qus Cos@/ 47Fé(cos Eus(k',q,w) =0
7r

Introduciamo una variabile nuovas:

§=—
qu

Quando troveremo la soluzione per un certo valore di s questo vuol dire che
la soluzione c’¢ per un certo valore di w per svy, quindi s rappresenta la velocita
del suono in unita di vy
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dsY
47
Per rendere questo integrale fattibile, facciamo ’approssimazione che il ter-

mine piu grosso di tutte di queste sia la Fjy, indipendente dall’angolo. In questo
modo ’equaizone si semplifica parecchio:

F*(cos €)us(F, q,w) = 0

(cosO — s)us(q, w, k) + cos@/

/!

A 17k9] -
(cos @ — s)us(k,q,w) + cos 0 F; / Tus(k’, q,w) =0
T
Se abbiamo un equazione matriciale
Av =0

ammette soluzione non banale solo se det A = 0. Anche in questo caso possiamo
introdurre un equazione di autoconsistenza. L’idea & semplice. Tutto I'integrale
€ una costante, poiché ¢ integrato su tutto u:

sy ~
—c= F(f/?us(k’,q,w)
Sostituendo nell’equazione otteniamo.

N ccosf

us(k) =

cosf — s

FS/ dQ' ccost’
o= e
0 47 cosb — s

E questa equazione & di autocostistenza. Questa soluzione ha certamente ¢ = 0
(che non ci interessa). La soluzione in cui ¢ # 0 & quella interessante. Questa
soluzione esiste solo se & soddisfattala condizione:

1_Fs/dcose’ cos 6’
0 2 cosf —s

Questa uguaglianza e soddisfatta da un particolare valore di s. La nostra
oscillazione dipende soltanto dal cos #, non dipende da ¢. Questo & conseguenza
del fatto che abbiamo preso soltanto il termine Fj.

La soluzione non ci dice quanto vale ¢. Tuttavia questo € naturale, infatti in
un sistema omogeneo la soluzione non banale & sempre determinata a meno di

una costante moltiplicativa.
1
der =z
~1=F; / -
1 2x—s

Questa soluzione ha soluzione banale solo per |s| > 1, altrimenti 'integrale

diverge.
1
-1
[ICESNTEE
1 2xz—5s 2 s+1

F? 1
-1==2 2—slns+
2 1
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s+1 2 49
s—1 E3

Rintracciamo questa soluzione per via grafica

2
s+1 2 2 1 2
lim 1 =In(1 ~ - =
sggons—l n(+5—1) s—1 2(3—1) +

sln

C’e sempre soluzione quindi purché F{§ sia un numero positivo. Per valori
molto piccoli di F§ (con una debole interazione) la soluzione c’e per s = 1. 11
suono tende ad avere la velocita pari alla velocita di fermi vy.

Per grandi interazione F{j ¢ molto grande, rimane il termine del secondo
ordine nello sviluppo a s grandi:

[ £§
s —
Vf

Il caso del suono normale ha una velocita che ¢ pari a 7 In questo caso
la velocita del suono & sempre maggiore della velocita del suono normale poiché
s € sempre maggiore di 1. Il sistema di particelle non cariche soddisfa questa
equazione. Le soluzioni armoniche sono soluzioni in « (u & la trasformata di
fourier). Questa ¢ un onda del tipo coseno di wt. Quindi la velocitd media
oscilla, se varia la densita in termini della superficie di fermi la variazione di
densita genera oscillazioni nella superficie di fermi. Il modo normale & un modo
in cui la superficie di fermi respira (si allarga e si stringe), e parimenti il suo
baricentro si sposta un pochino, poiché la sua velocita media deve essere diversa
da zero. Invece questo suono ¢ differente. I due punti

La sfera di fermi diventa una pera, si schiaccia poiché i due vertici si movono

con differenti ampiezze:
cos 6
~ 7
5 —cosf
Vogliamo capire da dove esce fisicamente la condizione |s| > 1. Un sistema
di fermi ha eccitazioni arbitrariamente piccole. In questa situazione dovremo

mettere tutte le eccitazioni in modo da avere buca-particella.

Wq = €k+q — €k
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S+l

Questo ¢ un modo collettivo, in cui tutte le quasiparticelle si organizzano.

C1(k4+q?* 1k
=3 m T 2m
Perché possa essere creata la buca k < ky e k + ¢ > ky. Da cui dobbiamo
trovare la forma di questo ensamble.

LA

2

m 2m

Dobbiamo trovare un modo in cui la variazione di energia deve essere nulla.

1~
-

Esiste un ¢ massimo per cui questo puo essere fatto: ¢ < 2ky,
Il massimo della curva si ha per Ef parallelo a ¢
w = lkq + Lq2
m 2m

La figura e una parabola., la derivata in zero e la velocita di fermi. Lo stesso
ragionamento puo essere fatto per —ky in modo che le eccitazioni hanno un
minimo. (infatti a w = Onon possiamo avere eccitazioni per ¢ > 2ky)

Queste sono tutte eccitazioni caotiche. Per avere un eccitazione coerenti
bisogna spostarle fuori dal continuo di eccitazioni. L’eccitazione del suono é:

w = svsq
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Solo se s &€ maggiore di 1 questo suono non si distingue sul continuo, se la curva
cade nel continuo non & poossibile distinguere il suono dalle eccitazioni caotiche
delk sistema:

Y

Figura 5.3: Curva delle eccitazioni massime, dove abbiamo imposto ¢ parallelo
al k di fermi. La velocita del suono si distingue dalle frequenze caotiche solo per
s> 1, questa ¢ la ragione fisica per cui |s| > 1.

5.2.1 Frequenza di plasma

Il suono zero e scritto per forze a corto raggio. Vogliamo andarci a mettere al po-
sto di F{§ I'interazione coulombiana. Questo non ¢ strettamente corretto, perché
I’equazione I’abbiamo ricavato per inerazione a corto raggio. Tuttavia il risultato
che otterremo & corretto (dimostreremo piu avanti questa affermazione).
Andiamo a sostituire a F'® la trasformata di Fourier dell’interazione di cou-

lomb:
2

F(q) = 4r SN (e)
q
Questo significa mettere una F molto grande, il che implica s molto grande,
prendiamo ’espanzione del termine:

s+1 1
In— =2+ —
s s—1 + E§
Sviluppiamo per grandi s:
1 1
2 =24+ —
+ 352 + Fs
FS
2 0
§°=—
3
L’espressione per s é:
2
9 w
5= 242
4
2 2
w 4dmre
= N(e
UJ%q2 3¢? (er)
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2 2
o _ 4me N(ef)vy
3
Ci viene una soluzione in cui w non dipende da q. Questo puo essere riscritto
come:
o 4me’n

wp—

m

Questa frequenza e detta frequenza di plasma, questa oscillazione non e
pill un suono, se il sistema e carico abbiamo un suono di plasma che parte da
frequenza finita.

5.3 Conducibilita di Drude

ne?r 1
Odrude — — 7 - _
m 1 —iwr
Questa conducibilita puo essere ricavata con modelli semiclassici, la particella
viene accelerata da un campo elettrico, la particella ha degli urti dopo un tempo

medio, da cui la velocita di drift la otteniamo:

mug, = ebr

2

j=2r
m

La cosa piu sofisticata ¢ quella di scrivere I'equazione della velocita con un
tempo di Damping:

. ekl w
V= — — —
m T

Che risolta con le trasformate di fourier ci viene:
j=nev=ocw)FE

Vogliamo ricavare la conducibilita usando I’equazione di Boltzmann:

1
(dny — 0ng)

—iWwONgy + 17 - Updnge + 17;45(82 - €f) . uj’u(q) +- | =——
N—— T

VU=—eE

Trascuriamo da questa espressione tutti i termini di interazione F. Per
ricavare l'integrale dell’'urto quello che viene fatto € spostare la particella in
modo da avere una velocita isotropa. L’integrale degli urti lo scriviamo come:

1 R
1= —7(57Lk — 5nk)
T
Questo e leffetto degli urti con le impurezze, cerca di stabilire in un tempo 7
caratteristica, una situazione in cui k£ ¢ distribuito in modo isotropico, tenta

di rendere tutto omogeneo (si minimizza per dny pari a quello mediato sugli
angoli).
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Prendiamo il limite per ¢ — 0. Questa equazione che rimane sembra incasi-
nata da risolvere.

1 Lol
( — iw) (5%]“, = ﬁk(S(Eg — EF)EE + 75nk (51)
T T
Adesso la cosa che ci interessa ¢ quello di prendere la corrente. Se facciamo

la somma:
j=e § T Onge
ko

Questo perché abbiamo assunto nulli tutti gli F'. Se moltiplichiamo a destra la
(5.1) per evy, e sommiamo otteniamo:

2=
- e“v . —
J = 721’“7 - k {vké(sg —5f)E]
e 1w

Il termine Uy dny € sicuramente nullo se sommato su tutte le particelle. Tra
tutti i termini di questo sviluppo rimangono solo i termini quadratici nelle stesse

componenti della velocita, poiché gli altri si annullano tutti:

= Dk @2”1% 0
J=52— 2§(er—¢e,)FE
%—iw?u (f k)

2
- T v —
J=——e*IN(@)E
et 3 Ve

I facile dimostrare che

’UJ%N n
3 NVler) =

Da cui ci ritorna la conducibilita di Drude. Questa € una formula che puo
essere generalizzata in molti modi. Il vantaggio di questa trattazione rispet-
to a quella originale di Drude fenomenologica & che possiamo trattare oggetti
piu complicati, con un po’ di ficatica possiamo cambiare anche il termine di
interazione, il termine degli impulsi.
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Capitolo 6

Teoria dei campi

6.1 Funzioni di Green a particella singola

Il nostro sistema € un sistema la cui hamiltoniana ¢ composta da una hamilto-

niana non interagente Hy piu un termine interagente H;. Stiamo lavorando a

temperatura nulla 7' = 0, e per comodita consideriamo d’ora in avanti h = 1.
Si definisce la funzione di Green G(r,r’;t,t') L’oggetto che:

G(T‘, T-/;t, t/) = — <(I)H|T |:1/~}(7~’ t)ij+(r/,t/):| |q)H> 12;(1,, t) _ ethdJ(T,)e—th

, ADBE)  t>t
TIA®B®) :{ LB(t)A() 1 >t

Dove gli operatori di campo evolvono nello schema di Heisemberg. 11 &5 &
lo stato fondamentale reale del sistema. Questa G in realta e funzione soltanto
dalla differenza di ¢t —¢’. Se il sistema & inveriante per traslazione la stessa cosa
vale per i raggi di cui

G(r,t) = =i (@ulT [b(r, )5+ (0,0)] |@n)

Fisicamente questo oggetto rappresenta la propagazione di particelle o buche.
Supponiamo t > t'. Questo operatore crea una particella in 7’ all’istante ¢’ nello
stato fondamentale. Questa ¢ proiettata con una particella creata al punto r al
tempo t. Quindi rappresenta la propagazione di una particella da ' e t'.

Per tempi invertiti corrisponde a creare una buca al tempo t al punto r e
vedere se la troviamo nel punto 7’ al tempo t'. Questo oggetto ci da ’evoluzione
delle particelle e delle buche. Questo oggetto & estremamente complicato.

Questa funzione di green & altamente discontinua nella variabile ¢t — ¢’ in 0*.
Calcoliamo la G(t —t' = 07):

G(rr',t 1" =0") = —i(@ul(r)d™ ()| @)

Dove ho potuto eliminare la dipendenza dal tempo. L’altro termine e:

Gr,r',t =t =07) = i (@u[¢" (") (r)|Pn)

60



Se ne prendo la differenza ottengo anticommutatore (se sono fermioni) o
commutatore (se sono bosoni), quindi otteniamo la §(r —r’), che & una funzione
singolare.

Prendiamo il sistema invariante per traslazione, cerchiamo di capire cosa ¢
la sua trasformata di Fourier:

Gk t) = / dre=F7G(r, 1) = —i (@5 |T [ax()if (0)] |®s)

La trasformata di fourier della funzione di Green € in realta la funzione di
Green fatta sugli operatori di ag. Questa affermazione puo essere dimostrata
esplicitando le espressioni per gli operatori di campo:

1 . ~ 1 .
Y(r)=—= e*ray P(r)=—= e*ra,
R o
Andiamo a vedere come ¢ fatta questa G nel caso non interagente.

GO(k,t) = =i (O[T [ax(t)af (0)] [®F)
Dove per convensione la presenza del tilde implica 1’evoluzione con I’hami-
lotniana completa, 1’assenza ’evoluzione con I’hamiltoniana non interagente.
ag (t) — eiHotakefiHUt

Questo oggetto & molto semplice, 1’evoluzione solo con Hy & banale. Non
soltanto lo stato |®9) ¢ noto (mare di Fermi), ma anche I’evoluzione ¢ facile:

HO = ZskaZak
k

eit Zk’ Ek’a;ak/ ake_it Zk" Ek//alj,,ak//
Tutti gli ) commutano tra loro, quelli con k" # k posso portarli a sinistra
e mi si cancellano tutti, rimangono solo il £” uguale a k.

6i€ak+akt 7it5kak+ak

aie

Questo si applica su un certo stato. L’operatore piu a destra mi conta n
volte la particella con impulso k, poi applichiamo aj, distruggendo la particella,
quando lo ricontiamo a sinistra la troviamo n — 1 volte.

7i€kt

(& ar

ap(t) = e rlqy,

Abbiamo trovato I'espressione dell’evoluzione di aj una fase numerica. Se H
fosse stato I’hamiltoniana completa ’evoluzione sarebbe stato un casino.

GO(k,t) = —if(t)e "+ (D) |apa) | DY) +if(—t)e ™+ (D)|a; ay|DY)
— —— —— —
(1—nR)=0(k—ky) 0(ky—Fk)

Andiamo a fare la trasformata di Fourier:
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GO(k,w) = / dte™ GO (k,t)

— 00

00 0
GOk, w) = —i/o eWmetg(k — k) +i/ et (kp — k)
0k — ky) 0(ks — k)

_w—|—i0+—€k w— 10T — gy,
Questo puo essere riscritto in modo pitt compatto:

1
w — e, + i0Fsign(k — ky)

Stiamo facendo la trasformata di fourier la 8 di Heviside:

Ll 1 .\~ 1
zwtg )= = iwt — _
/0 e o) <iwe >0 i(w +i07)

Dimostriamo che antitrasformando

/oo diwez’wt 1
oo 2 i(w+140T)

Questo integrale si fa applicando la regola dei residui. Supponiamo che t < 0:
L’arco sui numeri complessi mi si annulla se giro sopra. Poiché 'unico residuo
si trova sotto, non ho residui

v

Figura 6.1: Percorso di integrazione per ¢ < 0. Il percorso non include il polo.

Quindi solo quando giro sotto (per ¢ > 0) che mi da 1.

1

w — ek, + i0Fsign(k — ky)

Nella funzione di Green non interagente i poli si trovano dove mostrato in
Figura 6.3

La G vera ha esattamente la stessa proprieta: i poli si trovano o sotto ’asse
reale per w > ¢ o poli con parti immaginarie positive w < €¢. Questi poli
potrebbero essere cosi densi da essere un taglio.

Questo mi dice informazioni molto importanti per la G, ossia che ci sono
regioni che conosciamo che sono sempre analitiche.

GOk,w) =
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Figura 6.2: Percorso di integrazione per ¢ > 0. Il percorso racchiude il polo.

e
o
& <

Figura 6.3: Polo della funzione di Green.
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6.1.1 Rappresentazione di Lenmhan

Supponiamo di conoscere tutto del nostro sistema:

G(k,t) = —if0(t) (P le are " lal |®y) +i0(—t) (Bp|a) e are | Dyy)

Insermiamo un set completo di stati tra a™ e gli evolutori.

—if(t) Y ' E (B |axs) (s]a) |m) +Z@9 em =Bt (Dy|af |s) (s|ax|Pm)

S

[(ak)os|? [(ar)srol?

In linea di principio abbiamo fatto una somma su un set completo di stati s
e &', in realta perd non sopravvivono tutti. Degli s sopravvivono solo quelli con
particelle N + 1, mentre gli s’ sono stati a NV — 1 particelle.

Eo(N) = Es(N+1)=Eg(N) — Eg(N +1)+ Ey(N+1) — Es(N +1)
—&

La prima ¢ la definizione di potenziale chimico (differenza di energia tra stati
fondamentale). Ora sono certo che & ¢ positivo (infatti ¢ differenza tra stato s
generico e stato fondamentale con stesso numero di particelle).

La stessa cosa puo essere fata sull’altro termine:

Eo(N) = Ey(N 1) = Bo(N) — Eo(N — 1) + Eo(N — 1) = Ey(N — 1)
—Ey

apos|® + e gy )2

—if(t) Z e~ it(ntes)

Adesso trasformiamo secondo Fourier:

_ |aos|? |k srol?
G(k},W) _zsjw—(u+€s)+i0+ +;w7(uffs/)7i0+

Sia & che & sono due numeri positivi, questo ci permette di dire che il polo
sotto 'asse reale priviene dal primo termine, che sono tutti a w > p, mentre
Paltro termine (poli sopra l’asse reale) si trovano per w < p.

La funzione di Green puo essere scritta come:

G(k,w) = Z |(ax)os|” . Z |(ak)s0|?

w—p—& +i0t " w—p+ & —i0t

Nel sistema interagente in realta i poli sono rappresentati da un intero spet-
tro di energia. Questo perché se creo uno stato con a® a partire dallo stato
non interagente vado in un autostato dell’energia, mentre se lo faccio sullo sta-
to interagente non vado su un autostato e quindi ho una funzione continua
dell’energia.
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k) = Z |(ak)08|26(E — &) B(E,k) = Z |(ak)s/0|26(E — &)

Possiamo scrivere la G in questo modo:

o B(E,k)
Glk,w) /0 d w— = EJrzO+ / w—p+ E—i0t

Queste A e queste B ci danno la rappresentazione spettrale del nostro problema.
L’integrale parte da zero perché la £ e definita positiva.

Nel sistema non interagente questo A e B diventano semplicemente una
delta:

0(E+pu—c¢ k>k
AO(Evk):{ 0( : ) k‘</<i;

E la B di conseguenza. Se prendiamo l'integrale:
| B AE R + BER) =Y @ + 3 l@)ol”
0 B "

> (Olaxls) (slaf10) + (0laf|s') (s'|ax|0)

s,s’

= (Yulara)|¥n) + (Yulaf akln) =1

/Oo dE[A(E, k) + B(E, k)] =1
0

Questo vuol dire che la somma del peso delle energie che intervengono in
questo processo sia sempre pari a 1.

B(E. 1) A B0
oS
A= Ty

o
3
s
&
E
T
k
)

Figura 6.4: Confronto tra A e B nel caso interagente e in quello non interagente.
Nel sistema interagente ottenimamo un andamento Lorentziano.
™
0 (F — (e — —_
(B (o0~ 1) = ot
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Il polo sara ora allargato con una larghezza di quasiparticella . Questo
ogetto ¢ allargato per k lontano da ky, questo 7, rappresenta 'inverso della vita
media della quasiparticella.

Questo perché quando il sistema ¢ interagente il termine aﬁ |®) non & piu
un autostato del sistema non interagente, quindi ¢ composto da un set infinito
di autostati, e questo dipende dal fatto che in realta ¢ un oggetto che decade.

Se scriviamo la funzione esplicitando un fattore moltiplicativo a.

TYLa
(W =&+
Se a fosse 1 l'integrale sarebbe 1. In realta esiste sempre un fondo costante,
quindi dobbiamo pesare la lorentziana con un coefficiente a < 1:
TYRa
Questo puo essere calcolato facendo la teoria perturbativa. Quando ci veniva

un solo polo nel caso non interagente perché avevamo da fare la trasformata di
Fourier del termine:

+ Rest

efz(sk)t
Se ci fosse un termine immaginario:

672’5;c —ivt

Questo oggetto descrive un oscillazione che decade, quindi nel tempo la particella
decade e si disperde nel mare di fermi. Se k & prossimo a ky:

a

Glkw) =—F/F——
(k, w) w—efP 40+

+ Rest

Questo a ha un significato importante, se questa e la funzione di green,
poiché possiamo ricavare il valore:

(Wrlaf axlvr) = —iG(k,07)

Calcoliamolo esplicitamente.
d o
—i %G(hw)e_“"o

Il resto & una funzione smooth, che non ha singolarita mentre la prima parte
ci da una parte singolare:

dw _,.0- 1
g | Wemiwom = gy,
Za/27r6 w—ewyior "M

dw _;0- 1
—1q —e W ——— k<k
m/27re w — e — 0t <

Questo integrale lo devo fare sui percorsi chiusi:
w=w +iw"’
iw +0"w”

e
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Possiamo chiudere I'integrale di sopra.
—1a271
2w

Per k > ky non ci sono poli, quindi questo contributo singolare ci da zero,
per k < ky mi da come contributo a in totale:

Res

NGy

Il salto e dato dalla parte singolare, ed e pari ad a che & un numero minore
di 1. L’altro termine & un contributo smooth, la forma di quel contributo puo
essere fatta usando senso fisico. Questo ¢ un andamento molto qualitativo,
quindi preso un modello specifico queste code possono essere molto differenti.

Glr,r' 1) = —i (®|T [@Z(r, t),ﬁ(r',t')} 1)

I poli di questa funzione sono allargati con residuo a che ci da il peso della
particella, pitt un resto.

La parte in B ¢ in realta € misurata. Posso fare una fotoemissione, misu-
rando K ed energia dell’elettrone uscente posso fare un analissi dell’elettrone di
partenza. Nel sistema interagente si misura effettivamente. Questa ampiezza
puo essere studiato o meno, ¢ misurabile. Questo su un metallo normale va-
le benissimo. Se la si fa sui cupradi superconduttori, questo si restringe con
una legge diversa, va a zero linearmente con &, Questa fase metallica ha quindi
proprieta anomala rispetto al liquido normale di fermi.

Quando faccio un eccitazione ottengo:

1
af [u) = a2 [Ymetastabile) + Z Resto

La lorentziana rappresenta la quasi particella, pero ¢’e sempre un background
che non & mai nulla. Il background & generato dal fatto che creando una parti-
cella abbiamo anche stati che hanno un energia molto lontana dall’energia che
sto eccitando.

e A(E,k) o B(E, k)
= r— E
Glk,w) /0 d wafquiO*—F/O d w+ E—p—i0t

Ansitutto questi A e questi B possiamo esprimerli attraverso la G stessa in
modo molto elementare. Supponiamo w > p. Allora il termine integrato su B
¢ sicuramente reale (infatti non ho mai singolarita del denominatore). Mentre
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in A ¢’¢ un problema, poiché abbiamo una singolarita. Se abbiamo un integrale
di una singolarita, la cosa che si fa € mettersi intorno alla singolarita:

a7 dy * dx
+
e T —a ate, T— @

L’integrale & ben definito se esistono separatamente i due termini. Se il limite
separato non esiste si fa l'integrale come parte principale, ossia prendiamo i
due limiti destro e sinistro esattamente uguale. Per fare questo integrale si
puo deformare un po’ il cammino passando sopra la singolarita. L’integrale di
patenza diventa quello per cui ci avviciniamo con distanza € a sinistra e epsilon
a destra. Questo termine ci da mezzo residuo (col segno invertito perché si gira

in senso opposto):
F@) _ [[F() _.
/x—a:l:i0+ _][ L_a:szé(x @)

Questa formula puo essere usata:

w—u>0
>  dEA /OO
Y x| dBA(E K)S(w—E —p
} oot in | AR )
[ dEA(E,k) . [ dEB(E,k)
G(k,w)—]g waf,u—i_/O DrE iTA(w — p, k)

Da cui abbiamo che A(w — p, k) & la parte immaginaria della funzione G.
Quindi la componente spettrale che abbiamo aggiunto corrisponde direttamente
ad una proprieta matematica della funzione di Green.

Se invece facciamo w < p abbiamo che la parte immaginaria della G corri-
sponde a:

ImG = 7B(u — w, k) w<

A e B sono connesse con le parti immaginarie della funzione di Green stessa.
Chiamando G” la parte immaginaria di G otteniamo che:

Glw k)__/oo dETG"(E + p) /°° 7G"(—E + p, k)dE
)y w=E—p+i0t )y, w+E-—p—i0t

Andiamo ad affrontare il problema della continuazione analitica.

6.1.2 Continuazione analitica delle funzioni di Green

Se abbiamo una funzione F(z) analitica, possiamo trovare una funzione ana-
litica in tutto un intorno in cui la F(z) & analitica tale che G(z) = F(z) nei
punti in cui la F' & analitica. La cosa che si dimostra & che la continuazione
analitica & sempre unica. Esiste una sola funzione. Immaginiamo che esistano
due funzioni analitiche G; e GG, definiamo la funzione: G; — G. Questa & nulla
su una linea. Ma I'unica funzione analitica che si annulla su una linea ¢ la fun-
zione identicamente nulla. Possimo fare una funzione analitica della funzione di
Green, ovviamente a causa delle discontinuita della funzione possiamo fare solo
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due continuazioni analitica, una € analitica di sopra G, 'altra ¢ analitica nel
semipiano inferiore G:

Cerchiamo di ricavare analiticamente queste funzioni. Prendiamo la funzione
in cui ¢’¢ piu da tutti e due i poli:

o A(E Kk o B(E,k
G(w):/ 7(7)'++/ (7).+
0o w—E—p+10 0 WwH+E—p+10

Questa e esattamente la funzione di prima sulla riga, quindi per w > p il se-
condo termine non ha alcuna singolarita. In questo modo abbiamo una funzione
che e analitica nel semipiano inferiore. Questa e propirio la G,.. Ovviamente la
G, ¢ quella con tutti e due i poli con segno meno:

G, =G w>p
G, =G w<yp

La G, per w < u ha stessa parte reale (infatti ho cambiato segno del polo)
e parte immaginaria opposta, per cui € porprio il complesso coniugato.

Gy = —if(t) ({ax(t), @l (0)})

Questo e ottenuto dal fatto che abbiamo cambiato il segno alla ¢ che mi da
entrambe le 6 con segno positivo, lo stesso vale per la G4, con la §(—t).

6.2 Rappresentazione di interazione

Una difficolta & dovuta al fatto di calcolare ’evolutore temporale alla Haisem-
berg, che & molto complicato, invece se andiamo in schema di interazione, 1’e-
voluzione con Hy ¢ molto pit semplice nello spazio k. L’altro problema ¢ che lo
stato fondamentale ¢z non & noto.

Per risolvere questi problemi si usa lo schema di interazione. Nella rappre-
sentazione di Schrodinger 1’equazione che determina lo stato é:

0
i 0u(t) = Hs

Che si risolve:

O, (t) = e P (0)
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Si introduce la rappresentazione di Heisemberg trasferendo la parte di evo-
luzione temporale all’interno degli operatori. Quindi & 'operatore che si evolve
nel tempo:

P thF —iHt P
(Pule ™ Fe 7 |Py)
F(t)
In questo contesto quindi I'operatore ¢ dipendente dal tempo, mentre lo stato
rimane fisso. L’equazione che devono soddisfare gli operatori e la seguente:
OF
ot

Lo schema di interazione si ottiene moltiplicando gli stati per il valore:

= i[H, F]

®;(t) = eHotd (1)

F(t) _ eiHotFe—iHOt

Adesso con questa trasformazione la @5 dipende dal tempo. Ricordiamo che
la nostra hamiltoniana ¢ composta da due termini:

H = Hy + H;

Adesso andiamo a calcolare che equazione deve soddisfare la funzione d’onda
nello schema di interazione:

Dy(t) = e HETID (1tg)  p(t) = eMorD (1)

i%q)l(t) = —Ho®; + ™" Ho(t)
d
0 alt(t) = —Ho®; + (Ho + Hi(t)) ®;

i%@;(t) = Hy ()31 (t)

Lo stato in rappresentazione di interazione si evolve con I’hamiltoniana di
interazione. La soluzione di questa equazione la andremo a trovare. Esiste una
soluzione formale che possiamo trovare immediatamente. Possiamo scrivere che:

q)[ (t) — eiHOte—iH(t—to)q>S(t0)

q)](t) — eiHote—iH(t—to)e—iHoto (I)i (to)
Questa formalmente e I'evoluzione dell’evoluzione, Il propagatore di questo
oggetto ¢ dato dalla matrice S:
S(t,to) = giHot ;—iH (t—to) ,—iHoto
Questa ¢ una scrittura formale che ¢ utile per cercare proprieta di questa

matrice S, tuttavia ¢ molto scomoda per fare i conti in pratica. Se scriviamo
un operatore evoluto alla Heisemberg otteniamo che:
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F(t) _ ethe—zHot ezHotFe—zHot ezHote—th
|y —
F(t)

Sfrutttando la scrittura formale di S notiamo subito che:

F(t) = 5(0,t)F(t)S(t,0)

Quindi la matrice S permette di passare da operatori che evolvono nello
schema di interazione allo schema di Heisemberg.
Possiamo dare una soluzione particolare a questa equazione:

B (t) = et do Hid' g ()

Questa sarebbe la soluzione corretta dell’equazione se I’equazione differen-
ziale fosse fatta tra funzioni, in realta questi sono operatori. Poiché gli operatori
sono definiti dal loro sviluppo in serie, sviluppiamo in serie la soluzione formale.

®(t) :Zi'(—i)"/o dtlHI(tl)/O dtgHI(tg)-n/O dtn Hy(t,)®1(0)
n=0 "

Se facciamo la derivata rispetto al tempo di questa roba (per vedere se
effettivamente soddisfa ’equazione differenziale, ci accorgiamo di un problema.
Ciascuna derivata mi da un H;(t) (in totale sono n). Se potessi portare questo
H;(t) davanti a tutti ho n — 1 integrali, quindi ricostruisco la stessa serie di
prima con un H; davanti (’equazione differenziale originale).

Tuttavia questo e sbagliato poiché le H;y non commutano, quindi non puo
essere messo in evidenza davanti a tutto.

Quindi questa non & la soluzione corretta. Trasformiamo questa equaizone
da un equazione differenziale ad un equazione integrale:

B (t) — B (0) = —i /O ) ()t

Assumiamo che ci sia un parametro in H; e troviamo questa soluzione
sfruttando questo parametro. L’ordine zero del nostra ®; ¢ banale:

o, =0 + ol ol 1 ...

o (1) = ®;(0)

Andiamo a cercare il termine successivo, di ordine 1. Questo si fa mettendo
nella parte destra la soluzione di ordine zero:

D (t) = —i / t Hi(t)®(0)dt!
0

La soluzione di ordine due ¢ quella in cui andiamo a sostituire il termine 1
nell’equazione:

‘I)(Q) (t) = (—i)Q /Ot Hj(tl)dtl /(;tl dtzH](tg)(I)[(O)
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E cosi via, il termine di ordine n sara direttamente:

OO (1) = (—i)"/oldtlHl(tl)/Oll dtzHI(t2)~-~/0%_l dt, Hy (1,)®(0)

S(t,0) :ZH)“/ dtlHI(tl)/OldtgHI(t2)~~/0 " G H (1)

n 0

Questo oggetto e incasinatissimo, infatti il dominio di integrazione non e af-
fatto regolare. Ad esempio prendendo solo le prime due variabili di integrazione
possiamo graficarlo sul piano:

1

Si pud modificare ad hoc la formula in modo da estendere l'integrale su
tutto il quadrato. Prendiamo esplicitamente il secondo termine dello sviluppo
e simmetriziamolo.

(1) = # [/t dtlHI(tl)/tl dtQH,(t2)+/tdt2H1(t2)/t2 dtlHI(tl)}

0 0 0 0

Ora se guardiamo i due domini di integrazione la seconda zona e il triangolo

complementare al quadrato. Quindi posso scriverlo come un unico integrale su

tutto il rettangolo. In entrambi i domini la H che agisce per prima e quella

nel tempo piu lontano. Posso costruire il giusto integrando tramite il T pro-

dotto, in questo modo l'ordinamento temporale ¢ corretto e i due termini sono
esattamente identici.

p2) _ # /O ity /O dtsT [Hi(t1), Hi(t)]

Questo stesso discorso puo essere esteso a tutti i termini:

S(t,0)=>" (_i)nT/O dtlHI(tl)/O dtgHI(t2)~~~/ dtn Hy(tn)

— nl 0

Riscrivendo questa serie come un esponenziale troviamo:

S(t,to) = Te—ilo Hi(t1)dts

Questa ¢ la nostra soluzione perturbativa.
Applichiamo questa solzione al quello che stavamo studiando.
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6.3 Funzioni di Green nello schema di interazio-
ne

Prendiamo le funzioni di Green.

(D |TA)B)|®r) = (®x|TS(0,t)AS(t,0)5(0,t')BS(t',0)|®g)

Riscrivendole nello schema di interazione:

(®;(t1)|TS(t,0)S(0,¢)AS(t,0)S(0,t")B(t")S(t',0)S(0,t0)|®(to))

Sia ora
ti>t>t'>t>0

(@r(t1)[S(t1, ) A@)S(t,1)BE')S(t', t0)|®1(to))
Utilizzando il T" prodotto:

(@ (ty)|Te Jio H1E4" A1) B(t') | (o))

La matrice S che dovremo mettere in tutti i singoli pezzetti la facciamo
apparire davanti a tutto. Se mettiamo il T prodotto davanti a tutto i tempi
che vengono prima sono la parte dell’esponenziale che ha tempi minori (da
to a t'), ossia S(t',t0), poi agisce B(t'), la parte dell’esponenziale con tempi
compresi tra ¢ e t', ovvero S(t,t'), poi agisce A(t) e quindi la parte rimanente
dell’esponenziale: S(t1,t). In questa scrittura compatta abbiamo ricostruito
esattamente il termine che volevamo.

Abbiamo ancora qualche problema. Abbiamo necessita di un ipotesi adia-
batica a temperatura nulla. Dobbiamo studiare una nostra H:

H.=Hy+e <""H;

In questo modo per ¢ che va a t — 400 il termine di interazione sparisce. La
nostra volonta e quella di studiare il limite per € — 0.

Il vantaggio di aver introdotto questa accensione e quello di poter fare
I’assunsione:

|1h(=00)) = o)

Quindi a meno infinito il sistema diventa lo stato fondamentale non interagente,
il mare di fermi che conosciamo molto bene e possiamo studiare. Stiamo assu-
mendo come l'accensione adiabatica dell’interazione sullo stato non interagente.
Allo stesso modo possiamo prendere ¢ pari a +0o. Anche all’infinito "’hamilto-
niana totale rimane solo quella non interagente. Il termine all’infinito puo avere
una fase rispetto al termine a t = —oo:

|@1(00)) = €™ |®o)

e (B |Te oo H1WA" 4(1) B(')|D0)

Il termine di fase & calcolabile attraverso la matrice S:

|(I)(OO)> = 5(007 _OO)(I)O
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Per trovare la fase braketto per ®g:
(o] (00)) = (%] (00, —00)|@0) = €

Da cui si ottiene:

(o|Te "= 1D A1) B(#) | 20)
(@0]S(00, —00)|®o)

In tutto questo c’¢ il limite per € che va a zero. Si puo mostrare che la ¢ va
come % per € che va a zero. Tuttavia si puo far vedere che c’e anche il termine
al numeratore ha una fase che diverge come 1/e, quindi il loro rapporto & ben
definito.

Da tutto questo possiamo dare alla funzione di Green una forma piu ade-
guata:

(DTS (00, —00)ih(r, )¢ (1", )| Do)
(@ S(00, —00)|Po)
Abbiamo riscritto tutto attraverso lo stato fondamentale non interagente, un
evoluzione semplice, ed un espressione che possa essere sviluppata.
Se prendiamo 'ordine zero della S abbiamo che questo quello che viene fuori
¢ proprio Gy (quello per il sistema non interagente). Vediamo il primo ordine:

G(r,r' t,t') =

6 = @ofr(-) [ "t Hy (1) 00 ()] o)

Hi(t) = %/drldr2¢+(rlvtl)v(rl — o)t (ro, )Y (ra, t1)p(r1, t)

Questo & un T prodotto che coinvolge sei campi (4 campi vengono dall’inte-
razione pilt due campi).

Questo oggetto che ha sei campi si riesce a scrivere attraverso i prodotti di
due campi per volta, sfruttando il teorema di Wick.

6.4 Diagrammi di Feynmann

(T'S(00, —00)ih(x)¥™ ()
i
(S(00, —00))
Dove z e x’ rappresentano sia le x che le p, che anche gli spin delle particelle.
Dove abbiamo chiamato I'operatore di evoluzione S:

S =Texp [—i / h dtHI(t)]

— 00

G(x,2') = —

Dove a T' = 0 abbiamo preso il limite adiabatico.
Il teorema di Wick dice che il T prodotto di tanti operatori si riduce alla
somma di tanti T prodotti a coppie:

(Tiprpopspf VT g ) = — (Tl ) (Tohatd ) (Topsod)
+ TQ/M% ) (T ) (Topsf)
+ ) (Topd ) (Thsid)
(Tpotf ) (Tos2e)
(Tparpg ) (T3y)
(Tpatpg ) (T35

=
<
)

<

(

( )
— (T )

( )

( )



Il primo termine ha segno — perché nello scambiare gli operatori per riordinare il
T prodotto di questi termini ottengo un segno —, per i segni, una volta eliminato
una contrazione non va piu ogni volte.

Occorre un modo meccanico per fare questa cosa qui, che sono detti dia-
grammi di Feynmann.

Il primo termine puo essere scritta attraverso le funzioni di Green:

(T1yy ) (Thotd) (Tsihg ) = (—0)° (0)° (Tnwf ) (Thatps) (Tsg ) = G14G25Gl

Quindi queste sono tutte funzioni di Green.

[ttt = [don [ deswt @t @)U - a2i(e)vtn)
Dove adesso tutto e fatto in tempo e spazio:
U(Z‘l — 3;‘2) = V(Tl — 7”2)(5(t1 — tg)

In questo modo abbiamo simmetrizzato rispetto alla presenza del tempo ag-
giungendo anche la variabile temporale (siamo passati nella formulazione a
quadrivettore).

Per fare il primo ordine in S otteniamo:

o) (@) [ dordeat (@)6" (@)Ul - 22)b(e)b(e)

Scritta questa cosa ci accorgiamo di fare il T prodotto di sei campi come prima.
Non possiamo fare esattamente come prima, diventiamo scemi.

Nel punto z esiste un operatore ¢: La G°(z — 2’) si indica come una freccia
che va dal punto z al punto z’.

Il punto x ha una %, per cui c¢’® la freccetta che esce, in 2’ ¢’¢ 9™, quindi
una freccia che entra. Tra x1 e zo ¢’¢ U, quindi una freccia a serpentino. Nel
punto z; e xo esiste sia una 1 che una 1T quindi c’¢ una freccia che entra e
che esce. Quando si fa il T prodotto occorre andare a collegare tutte le figure
possibili che connettono in tutti i modi possibili, in modo da far saturare tutte
le freccette.

/dxldngO(a: —21)G%(z1 — 2)GY (20 — 22)U (21 — 2) (6.1)

N | =
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D

Figura 6.5: Questo € un diagramma particolare, detto diagramma di Hartree,
che corrisponde ad una particolare modo di connettere le freccie, e la formula
corrispondente & 6.1.

——L
X_ X, X

Figura 6.6: Il diagramma di Hartree puo essere riscritto in questo modo piu
compatto.

C>

|

Xv_é_/_., s/
D

Figura 6.7: Anche questo diagramma ha formula 6.2
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Il diagramma di Hartree ha un gemello identico in cui si scambia con lo
scambio di z1 e xo, questo quindi mi cancella quel fattore % davanti.

%/GO(.’ﬂ — ZL'/)GO(O)GO(O)U(I'l — l’g)d$1dl’2 (62)

|==e

/Go(m —20)G(xy — 21)G (1 — U (23 — 21)da1ds (6.3)

% /GO(:E — )G (zg — 21)G (x1 — 22)U(xy — x2)dx1d2s (6.4)

I diagrammi di Hartree e di Fock sono diagrammi connessi, mentre esistono
altri due diagrammi che sono sconnessi. Si puo dimostrare che la G & proprio a

G(z,2') = =i (TS(—00,00)¢h(x)(2))

Dove si considerano solo i diagrammi connessi. I diagrammi sconnessi cancellano
il denominatore. Quindi dobbiamo prendere solo i diagrammi connessi, in cui il
fattore % sparisce. Il singolo diagramma puo essere calcolato in questo modo:



Figura 6.8: formula: 6.3. Ovviamente esiste anche quello con z; e x5 invertiti,
che saranno uguali, ecco perché non mettiamo il fattore % nell’integrale. Questo
diagramma e detto termine di Fock.

Figura 6.9: Questo diagramma é calcolato nella formula 6.4
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E scomparso il termine 1/n!. Infatti ciascun diagramma connesso ha esattamen-
te n! modi di scambiare le variabili di integrazione ottenendo sempre lo stesso
diagramma. Anche nel secondo ordine (o ordini superiori) valgono queste regole
di calcolo.

Figura 6.10: Questo ¢ un diagramma del secondo ordine, poiché x1 =2 x3 T4 sono
variabili mute, posso scambiarle in tutti i possibili modi. Quindi in questi termini I'n
fattoriale ce lo siamo giocato subito.

Se prendiamo il valore medio di:

Texp |-i [ dordayyt (@) @)U - a2)o(eblon)])

Questo e rappresentato dai pezzi solo sconnessi.
I due termini sconnessi possono essere scritti come in Figura 6.11.

G o) (‘* ?f =
&J
<<

Figura 6.11: I diagrammi sconnessi sono rappresentati da una linea (la G°), pilt tutti
altri pezzi, sconnessi dalla linea. Si pud raccogliere la G® a fattor comune. Quello che
resta sono nuovamente tutti i diagrammi sconnessi.

Questo funziona a qualunque ordine: I diagrammi sconnessi appaiono agli
ordini superiori.
Questo discroso puo essere formalizzato: mettiamoci a un dato ordine n nella
teoria perturbativa.
Prendiamo un diagramma di ordine n:
(="

S (Tt () Hi(t2) - Hi(ta)
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¢ &+i
( g*@ I 4 ?;@)f(it%@

& @ a
Qn. e Q- e‘l_é;(__,\_ 2 OH_J‘LI.{

Supponiamo di avere m termini connessi, quindi i n — m saranno non connessi:

(=)™ n!

n!  (n—m)lm!

(T Hy(t1) -+ Hi(tm)) o (Hr(tme) -~ - Hi(tn))

Quindi ciascun diagramma sconnesso puo essere fattorizzato come abbiamo fat-
to, dividendolo in parte connessa e parte sconnessa. L’operazione non dipende
dall’ordine. Quando mettiamo in evidenza la parte connessa, puo esserci a mol-
tiplicare qualunque ordine della parte sconnessa. Il numero di questi diagrammi
corrisponde a quanti possibili modi ci sono di prendere m termini su n. Questo
ci da il coefficiente binomiale. Questo ci dimostra che n! si cancella:

(=)™ (=)™

m!

(n—m)!

Adesso questo ¢ il singolo termine. Facciamo un cambiamento di variabile, e
sommiamo su tutti gli ordini in n, tenedo fissata m (mettendo in evidenza quindi
il diagramma di ordine m connesso), ci accorgiamo che 'altro termine & proprio
la media di S:

(T (@)™ (&) Hi(tr) - Hi(Tin)).. (TH;(tm) - Hi(tn)) e

> O @yt @) Ha ) - )e (ti) -+ Hilb = m)) e
n=0 k=0

Quindi il numeratore & dato dai semplici termini connessi, moltiplicato per
la matrice S che mi si cancella per il denominatore. Questo € il motivo per cui
la divergenza per € — 0 si cancella con il numeratore.

Il fattore per cui va moltiplicato il diagramma connesso e dato da:

@)" (="

Con F numero di loop chiusi. Prendiamo i due diagrammi:
Il termine G°(r = 0,¢ = 0) ha un piccolo problema, questi oggetti sono
discontinui in genere. La regole ¢ che si assume che

G°(0)=G°(07)

11 termine in G°(0) viene fuori quando contraggo tra loro la stessa variabile.
Nell’hamiltoniana loro si trovano nell’ordine giusto, per cui ¢ (x2) si trova gia
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Figura 6.12: I due diagrammi di Feynmann connessi al primo ordine, con i
coeflicienti rispettivi a fianco, calcolati da questa regoletta.

a sinistra, questo equivale a metterci un 7 prodotto con tempi leggermente
negativi.

(T * (w2)(2)) = (T(ah)y " (22)) = GO(ah — x2) = G(07)

Questo vale se x5, ha tempo leggermente minore di x5, anche se nel limite che
tende a zero.

Sostanzialmente il motivo € dato dal fatto che in G e nell’lhamiltoniana i T
prodotti sono negli oridini opposti, ecco perché devo metterci segno negativo
nel termine.

6.4.1 Diagrammi del secondo ordine

Usando le stesse regole possiamo calcolare i diagrammi del secondo ordine. Pos-
siamo combinare diagrammi di Hartree-Fock al primo ordine per ottenere dia-
grammi di ordine successivo. La formula seguente rappresenta 'integrale di due
diagrammi di Fock (Figura 6.13).

—/dxldx2d$3d$4U(x2—.’El)U($3—.’E4)GO($2—1’)G0(.’Eg—IIJl)GO({E4—.’E1)GO(.’ES—QL’4)GO({E,—.’E3)

(6.5)
All’interno di una qualunque riga (G°) puo essere inserito un diagramma
di Hartree-Fock. Quindi ciascun diagramma di ordine n puo essere corretto in
modo piu fino sostituendo a ciascuna riga la somma di tutte le correzioni di
Hartree-Fock su quel percorso (Figura 6.16).
Esistono tuttavia anche diagrammi non banali al secondo ordine, che non
possono essere ottenuti combinando diagrammi di Hartree-Fock (Figura 6.17).
Grazie al fatto che non c’¢ il termine 1/n! a moltiplicare i diagrammi, ag-
giungere le correzioni di Hartree-Fock ai diagrammi consiste semplicemente nel
moltiplicare quella linea per il diagramma di HF. Questa correzione viene spesso
indicata graficamente con una linea spessa, indicando che su quella linea si &
sommato su tutti i possibili contributi di Hartree-Fock a tutti gli ordini.

81



Xl \“4'
}
x/(§;>/(§')/¥
X X
t 2%
kz X, Xy X

2

Figura 6.13: Diagramma al secondo ordine, composto da due diagrammi di Fock
consecutivi. La formula di integrazione ¢ la 6.5.

Figura 6.14: Questo ¢ il primo dei diagrammi non banali, e ha come termine davanti
un valore —1 (nessun loop chiuso, e n = 2).

Figura 6.15: Questo diagramma ha davanti un segno —1 perché abbiamo due loop
chiuso. E diverso dagli altri due. A partire dal diagramma di ordine 1 abbiamo usato
questo diagramma. Possiamo quindi ottenere tutta una serie di diagrammi combinando
tra loro effetti di ordine inferiore.
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Figura 6.16: Diagrammi che si ottengono correggendo la parte intermedia del
diagramma all’oridne precedente.

[

Figura 6.17: Diagrammi non banali del secondo ordine, che non possono essere
ottenuti da diagrammi del primo ordine.

83



Figura 6.18: Questo & un diagramma del terzo ordine tutto nuovo. Questo & un terzo
ordine intrinseco. possiamo averne anche diversi

Figura 6.19: Diagramma del quarto ordine, corretto a partire da un diagramma del
secondo ordine.
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6.4.2 Dimostrazione del teorema di Wick

Daremo al teorema una dimostrazione, tratta dall’Abrikosof, nel caso di volume
infinito, per temperatura finita. In realta la dimostrazione reale puo essere fatta
con ipotesi meno ampie.

Supponiamo di avere dei campi:

(o[ T (1) (w2)tb(ws) -+ ™ (1) 9" (2h) 9™ (w3)] )

Passiamo nello spazio di Fourier:
1 .
blan) = —= Y e™ay, (t)
VV 4=

Possiamo riscrivere come:

T ) (@I, (), (1) - (1), (1))
ki, k!

Supponiamo che tutti i termini &} siano diversi tra di loro. Se due di loro fossero
uguali, abbiamo la somma su n — 1 variabili, quindi il contributo & di ordine
1/V rispetto al caso con tutti i k; diversi tra loro. Nel caso di V' — oo possiamo
trascurare questi contributi.

Questo T prodotto affinché sia diverso da zero occorre che i k e k' siano
gli stessi, quindi ho tutte le permutazioni possibili che mi mandano i k nei k’.
Quando andiamo a prendere il T prodotto di elementi dello stesso k dobbiamo
ordinarli con l'ordine corretto. Poiché vado a calcolarmi questo oggetto sullo
stato non interagente, i singoli ay con k differente agiscono differentemente.
Per cui possiamo fattorizzare questo oggetto. Le somme che abbiamo agiscono
cambiando le permutazioni e quindi cambiando la corrispondenza tra k e k'.
Dobbiamo prendere la somma di tutte le possibili permutazioni. L’idea di fondo

e che, per ogni k, il T prodotto serve a determinare solo se c¢’¢ prima aj o az:

ap(t) = e rlay,
Facciamolo con due termini:
(@0[Ta, (b )ar, (t2)a, ()af, (1) o)
Esplicitando tutte le permutazioni (sommando tutti i possibili valori di k1 ):
(Polag; (t1)ag, (f2)a}:/1 (tll)a_kz (t5)[®o) + (Po|Ta, (t1)aw, (tz)a}g (tﬁ)aﬁé (t5)|®o)

Lo stato fondamentale & diagonale nei k, cid che avviene su un k & indipendente
da cio che avviene negli altri k: Fattorizzando il primo termine ottengo:

= (@olag (t1)af, (t1)|Po) (Polary (t2)a, (t5)|Po)

E cosi via.

Possiamo fare un estenzione del T' prodotto per discutere un caso interessan-
te. Esiste un altro tipo di ordinamento, detto ordinamento normale. In questo
ordine vengono messi a destra tutti gli operatori di distruzione e a sinistra tutti
gli operatori di creazione.
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In teoria delle particelle lo stato fondamentale & il vuoto, e questo ordina-
mento € molto vantaggioso, poiché distruggere il vuoto implica avere un termine
nullo. Il problema in molti corpi & che lo stato fondamentale non & lo stato di
vuoto. Il termine ay, annichila lo stato fondamentale solo se k > ky (non ci sono
particelle con k > k), € un operatore di creazione se k < ks (viene creata una
buca). L’ordine normale mette a sinistra tutti gli a; con k < ky, e a destra tutti
gli ay con k > ky (a al contrario).

Il teorema di Wick dice che il T' prodotto:

T(ABC ---Z)=N(ABC---Z)+ N(ABC---Z)+-+
+N(ABCD--Z)+-+
—~ ~~
+ ABCD EF ---YZ
NG

Su tutte le possibili contrazioni, fino ad avere tutto il sistema contratto, dove le
contrazioni sono definite:

AB=T(AB) - N(AB) = c

Questa contrazione si puo vedere che ¢ proprio un numero.

Nel nostro caso tutti i termini con i prodotti normali sono tutti nulli poiché
Poperatore di distruzione a destra mi distrugge lo stato fondamentale dandomi
zero. L’unico termine che sopravvive e I'ultimo termine, che rappresenta proprio
quello che abbiamo dimostrato, ossia tutte le possibili contrazione tra tutti gli
operatori.

Verifichiamo che effettivamente la contrazione sia un numero:

—_
apat, = Tay(t)as, (t') — Nay(t)a), (')

Supponiamo che t > t', et =1t —t/

/ —igpt +
— p'<ky e rlayal,
e "rtayat (0) — { e B
P p p/ > kf —e zsptap/ap
p <k 0 et
=0 { P> k; et € o (p = py)

Per t < 0: ‘ .
ety T g { p < ky e_wptapap,
p’ =P ’ k _ —iept ,+
P > Ky e Ay Qp
t<0 = e "t5,,0(ks — p)

Da cui abbiamo che questo oggetto € proprio un numero, e in particolare il valor
medio nello stato fondamentale del T' prodotto tra i due operatori. Infatti se
andiamo a mediarlo sullo stato fondamentale non interagente otteniamo che il
prodotto normale sparisce e rimane solo il T' prodotto.

86



ﬁ

Figura 6.20: Diagramma di Fock

6.4.3 Regole per il calcolo dei diagrammi

Partiamo dal diagramma di Fock, e procediamo alla scritutra dell’integrale:
i/dl’ldl'QGO(.’B — l‘l)Go(l’Q — CC/)U<.’L‘1 — 3?2)

dk dw tkr —iw
GO(I) = / W%G k & tGO(k,w)
La funzione G°(kw) la conosciamo:

1
w — &g £i0F sign(k — ky)

GO(k,w) =

Passiamo alla rappresentazione gran canonica della G. Ossia misuriamo le
ey, rispetto alle energie di fermi (potenziale chimico):

1

GO = =g —
BT g L0t sgn(h— k) kTR

Questo si ottiene se avessimo definito I’evoluzione temporale in questo modo:

ei(H()flu.N)tqbef’i(Hof,u.N)t — 1/;H

Questo perché N & un numero quantico che mi commuta con H (o con Hy, &
uguale). Quando applico 1) ad N ottengo N — 1, e quindi otteniamo che:

7 it 7 7 iHt , —iHt
Yy = e Yy Yy = e e
Se vado a fare la trasformata di Fourier:

/dteiwt¢uz/dt6i(w+u)t’l/)n

Da cui si ottiene che la funzione G gran canonica € proprio questo termine.
Ritornando abbiamo (in notazione quadrivettoriale):

G(x) = / (i&ei(’f%weo(/{)
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[ dordzy [ FHTEGLGO 1) 6 1) GO 1) U )

. eik)l(CE*II)JrZ‘k:z(1‘171?2)4*1']63(1‘271’)4’1‘(]({1}17{1}2)
Integriamo in z;
O(—k1 + k2 +q)

L’integrale su 1 mi sta dando la conservazione del momento che entra nel vertice
di interazione del diagramma. L’integrale su x5 ci dara laltra conservazione (un
altra delta di Dirac). Rimangono da integrare solo due variabili.

G(J? _ JJ/) _ / dky dq4eik’1(3¢—x/)

Figura 6.21: Diagramma di Fock con le leggi di conservazioni.

11 fatto che sia funzione di z — 2’ era ovvio dall’inizio. Siamo interessati alla
trasformata di Fouirier:

(k) = / d(z — 2)e~ ™= G(z — o)

Sostituendo I’espressione, esce fuori un altra §(k — k1), che mi cancella i fattori
27 rimasti, elimina l'integrale in k; facendolo diventare pari a k.

La prima linea di tutti i diagrammi ha il k£ che vogliamo studiare, dobbiamo
integrare sulle variabili mute, e sulla riga finale deve torare lo stesso momento
k (conservazione dell’impulso).

Possiamo scrivere direttamente le leggi di conservazione per un diagramma
pit complesso (Figura 6.22)

Una volta impostati i vettori, usando le regole di integrazione, possiamo
scrivere direttamente I'integrale finale.

Il diagramma di Hartree e particolare, in quanto l'interazione deve trasmet-
tere momento nullo (Figura 6.24)

L’integrale per il diagramma di Hartree e:

72- / dpGO (k)G (k) U (0)G° (p)
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Figura 6.22: Diagramma pit complicato del secondo ordine da calcolare.

Figura 6.23: Diagramma del secondo ordine.

g\zo

Figura 6.24: Diagramma di Hartree.
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La prima e 'ultima linea non sono toccate dall’integrazione (U(0) = V(0)):

—i [G°(K)])* V(0) / dpG° (p)

L’ultimo integrale sara

[ ] = :
(2m)3 e — &, £10% sign(p — py)

L’integrale in € non & ben definito, in quanto all’infinito diverge (il proble-
ma sulla singolaritd del denominatore & risolto dallo 0%, ma rimane l'integra-
zione all’infinito che mi diverge logaritmicamente). Questo possiamo risolver-
lo perché abbiamo definito G° a tempi nulli, leggermente negativi. Mettiamo
questo oggetto all’interno dell’integrale:

e—i507
/da - -
e — &, £ 10t sign(p — py)

Questo integrale puo essere calcolato analiticamente con il metodo dei residui,
e fa convergere l'integrale.

Figura 6.25: Un integrale del secondo ordine

Calcoliamo il diagramma (Figura 6.25). Possiamo accorgerci che ogni volta
che abbiamo un diagramma sconnesso:

GO(k)* / dp / dgU (0)G° (p)e =P GO (k — q)U (q)

Anche questo integrale ha bisogno di discuterne la convergenza:

1
(w—e1) —Q—E&p_qg £i0F

QO=k—q

Questo non sembra essere un diagramma che coinvolge la G zero, ma nella linea
di interazione & unda delta dei tempi. Anche lui deve essere regolarizzato nello
stesso modo. Quindi sia il grafico di Fock che quello di Hartree presentano
problemi di convergenza che devono essere risolti con i residui, tutti gli altri
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diagrammi non presentano questa cosa. Procediamo ad integrare il diagramma
di Hartree:

0 2 . dp de e
[G (k)] (*1)1/ (2m)3 / e — &p + 0t sign(k — k‘f)V(O)

Per k < kg il secondo integrale diventa

de €60 de P
R — 7G0 , €0
/27r5—§p—i0+ /27r (. p)e

= —i(®o|Tap(t — 07 )a, (0)| Do) = —i (dola, ap|¢o) = —i (N)

Da cui otteniamo:

GO [ zblky =) (V) V() = G2V (0)p

p

Abbiamo calcolato la correzione di Hartree. Analogamente possiamo procedere
per il termine di Fock.

G [ 5 [ V@G k= g

Con un cambio di variabili, p = k — ¢ ci accorgiamo che possiamo integrare di
nuovo la G come se fosse il numero di particelle in p:

Go(k)z/ d*p V(k ) 0
=— —p)n
(2r)3 p)ny
Questo si puo riconoscere come il termine di Fock nell’approssimazione di
campo medio nel limite V' — oo

1 )
~ > V(k—K)np
k/

Analogamente il diagramma di Hartree (da cui derivano i loro nomi).

6.5 Self-Energia

Vogliamo arrivare ad ottenere un espressione completa per la funzione di Green.
Come discusso nelle sezioni precedenti ci aspettiamo di trovare una forma del
tipo:
- a
G(k,w) = ——— + Resto
() w — &P + gy,

Combinando tra loro i diagrammi di Hartree e di Fock possiamo ottenere
delle espressioni che si auto completano. Supponiamo di voler considerare la
somma di tutti i diagrammi di Hartree (a qualunque ordine). Poiché sono
sequenze di diagrammi uguali, ciascun termine di ordine n ¢ il diagramma di
Hartree elevato alla n. Pertanto abbiamo:

GO(k) + GO(R)V(0)p + GO (k) [V(0)p)* + - = G°(k) {i [Go(k)V(O)p]"}
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Queste espressioni sono molto singolari, perché ciascuna G°(k) ha un polo. Tut-
tavia possiamo risommarli tutti ottenendo: Da cui otteniamo un espressione per
la G di Hartree:
_ G° _ 1 B 1

1-GV(0)p @GO ' —pV(0) w—& —pV(0)
Questa definizione ¢ alla base del concetto di self-energia. Tutti i dia-

grammi sono sempre composti da due linee uguali, che iniziano e terminano
il diagramma. Quindi l'intero set di diagrammi puo essere scritto come:

G=G"+G(---)G°

Gu(k)

Tra le due G ci stanno tutti i possibili diagrammi. E comodo dividere questi
diagrammi in due categorie, quelli che non possono essere spezzati (ossia in cui
¢’¢ un interazione che mi collega la prima riga con 'ultima) e quelli che possono
essere divisi in prodotti di diagrammi di ordine inferiore (come i diagrammi
composti di Hartree-Fock). Sia ¥ la self-energia irriducibile, ossia la somma di
tutti i possibili diagrammi non spezzabili. Possiamo immaginare di scrivere la
G completa separando questi contributi:

G =G" + G"'2G" + G° (Diagrammi spezzabili) G°

Se spezziamo tra loro i diagrammi spezzabili in una parte irriducibile piu il resto
otteniamo che possiamo mettere in evidenza la parte irriducibile:

G=G"+G (G’O + Tutti i diagrammi rimanenti)

Tutti i diagrammi che rimangono sono sia quelli riducibili che quelli irriducibili,
in altre parole nella parentesi abbiamo ricostruito la G:

G=G"+G"SG
Questa equazione alla self-energia puo essere risolta:
Go 1

T 1-Gon w—E& — E(E,w) (66)

G

Conoscere la ¥ permetterebbe di conoscere l'intera G senza approssimazione.
Possiamo stimare una forma approssimata della ¥ usando ad esempio solo i
diagrammi di Hartree e Fock appena calcolati:

3 1./

La self-energia puo essere spezzata in una parte reale e una parte immagi-
o1
naria

V(k—k)n,

Y=Y (k,w)+iX"(k,w)

La XHF fornisce una predizione solo per la parte reale, perché & un appros-
simazione al primo ordine? Sviluppiamo la self-energia attorno a w = 0 e
k=kp.

Y =Y(ks,0) + 0% (kf, 0)w + O X' (kyr,0)(k — kg) + - -+

1Si pud mostrare che la parte immaginaria della self-energia & proporzionale a w?.

2La %' & quadratica in w quindi interviene solo al secondo ordine.
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Sostituendo questo sviluppo nella 6.6 otteniamo:

1
=2 (1= 0,%") — (k — kp)OpY — e — pu+ X (ky,0) —i%"

&k

Dove includiamo il termine di ¥’ costante all’interno del potenziale chimico.
= pora — X' (ky,0)

Se ci mettiamo attorno al kf, la { — 0, prendendo un termine lineare dello
sviluppo otteniamo:
0
& = O-‘rka(k‘— kf)
Dove Vkof rappresenta difatto la derivata della & al kf rispetto a k, poiché ¢ e

un energia questa grandezza (a meno di un /) rappresenta la velocita di fermi
del sistema non interagente. Da cui otteniamo:

1

G =
w(l— 8,5 — (k- ky) (asz n V,Qf) %
G= (1-0,2)" Rest
SRR e 0
W= 1—0,% T 120,57

Questa e proprio l’espressione che cerchiamo per la G, da cui possiamo ri-
cavare effettivamente il parametro a (che abbiamo mostrato nelle precedenti
lezioni rappresentare il salto all’energia di fermi dell’osservabile Ny per stati

interagenti).
a

w—vg(k —kyf) + iy
Da cui ricaviamo sia a, la velocita di fermi del sistema interagente (la massa

efficacie) e il tempo di vita della quasiparticella:

B 1
1-9,Y

G:

a 0,Y <0
kf B ’Ugf + 8k2;€f
m* 1-0,%,_,
E//
1-09,%
Usando 'approssimazione di Hartree-Fock abbiamo una stima per ciascuno di
questi parametri, in particolare, X yr non dipende da w, per tanto a = 1.

vy =

’7:

6.5.1 Funzioni di green a due particelle

Fino a questo momento abbiamo considerato solo le funzioni di Green ad una
sola particella. Queste consentono di ricavare tutte le informazioni viste nella
scorsa sezione. Tuttavia per calcolare il termine di interazione fyo (k, k') occorre
studiare come due particelle si influenzano a vicenda:

G (21,22, 3, 24) = —i (Do| TSV (21)¥(22)Y T (23)0 T (24)| Do),
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P, P;+q

P2 N P2-q

Figura 6.26: Schema del diagramma omnicomprensivo, che racchiude tutte le possibili
interazioni e scambi tra le particelle.

Possiamo rappresentare questa funzione con le regole dei diagrammi di Feyn-
man. Tuttavia per il calcolo formale € conveniente usare un unico diagramma
omnicomprensivo (Figura 6.26).

Di questo diagramma possiamo prenderne la trasformata di Fourier e suppor-
re di calcolarlo. L’interazione sara una funzione I', 5 (p1,p2,¢). 11 diagramma
sara pertanto generato da un termine di matrice del tipo:

+ ,+
Fa’,a’ (plupZu Q)a’plo'apga'apl +qolpy—qo

Questo termine rappresenta il decadimento di due particelle con impulso p; + ¢
e pa —q, e la creazione di due nuove particelle. Nel limite ¢ — 0 Le due particelle
non decadono pit, e abbiamo il termine di interazione tra le particelle di impulsi
p1 € pa. Possiamo definire I'interazione proprio in questo modo:

foor (kK'Y = a®T oo (k, k', q — 0)
Dove prendiamo prima il limite per w = 0 e poi valutiamo I' quando ¢ — 0. 11
termine a? serve per considerare che abbiamo a che vedere con quasi-particelle.
6.6 Funzioni di Green a temperatura finita

Per definire le funzioni di Green a temperatura finita verrebbe spontaneo passare
dalla definizione di funzione di Green a temperatura nulla reinterpretando la
media sullo stato fondamentale come media termica:

1 .
Gla,a') =  tr [ PHNOT (@)t (o)
Nel gran canonico:
1/?(7", t) = ei(H—uN)tw(T)e—i(H—pN)t

Il fattore di Boltzman agisce come un fattore di evoluzione temporale con un
tempo immaginario dato da 8. Questo mismatch non permette di fare una
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teoria perturbativa semplice, poiché questi fattori non si cancellano. Esiste
una teoria che permette di risolvere questo problema, tuttavia ¢ complessa. Il
problema ¢ risolto da Mazubara, che manda la grandezza it — 7 (si passa a
tempi immaginiari) con:

1
0<7<T b

Viene introdotta la funzione di Green di Mazubara:
1 . _
Glr,r' 7, 7= — 7 tr [676(H7"N)TT¢(T, T, 7))
D(r,7) = e"H=1N) ()= (H=pN)

Si passa ad un evolutore temporale con la stessa struttura dell’evolutore di
Heisemberg. Questa funzione di Mazubara ¢ in realta solo una funzione della
variabile 7 — 7/, e ci accorgiamo che se il singolo tempo va da:

0< <1 = 1< ’<1
TT TTT T

In questo modo si puo ridefinire la funzione di Mazubara:
1 - -
G(r 7', 7)== tx [ U (1, 7 (,0)]

Se abbiamo invarianza traslazionale, possiamo ripetere lo stesso discorso per

le r:
Glr,m)= — 5 tr [P NIT (1) (0,0)]

Questa funzione ha una discontinutia a 7 pari a zero. Se 7 & nullo otteniamo la
media termica esatta delle :

(r,07) = = (@(r)y™(0))  (r,07) = (T (0)y(r))

Se facciamo la differenza tra le due ritroviamo I’anticommutatore, che ¢ singolare
(ha una delta di dirac).

G (r,m) = TNyt ) ()

Questo ¢ il trasformato di Heisemberg di ¢+ che non & uguale al 1/; evoluto di
cui poi ne prendo 'aggiunto, perché adesso i tempi sono immaginari e quindi
¥(7) e ¢ (1) non sono 'uno I'aggiunto dell’altro!

Vediamo un importante proprieta della G

G(r,7)=F(r,7+P) T<0

Dove il segno — vale per i fermioni, + per i bosoni
La dimostrazione di questa proprieta sfrutta la ciclicita della traccia:

Gr) = — tr [T G () 0)]
Set<0

G(r) = - tr [P (0)(r)
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Figura 6.27: Schema di come appaiono le funzioni che soddisfano questa proprieta

Poiché la traccia gode della proprieta di permutazione ciclica:
1 - -
G(r) = £ tr [(r)e PHNG ()]

1 -
G(r) = if tr [ef(HfuN)wefT(HfuN)efB(HfuN)er(0)}

1 .
G(r) = £ tr {e—mH—uN)e(rw)(H—umwe—(rwxﬂ—umw(0)}

1 - -
G(r) = £ tr [ IV (r 4 3)5(0)]
Per i Fermioni abbiamo avuto un cambio di segno, per i bosoni no, quindi:
G(r)=FG4(t +PB) T<0

Abbiamo genericamente una funzione della variabile 7 con questo che varia
nell’intervallo:

1 cre 1

T =

T T

Adesso poiché la funzione varia in un intervallo finito facciamo lo sviluppo sulla
serie di Fourier

fa) = e, o= [

== T f(z)d —r<z<
5 77r6 f(x)dx T<ax<m

Cosa succede se l'intervallo ¢ quello in cui z faria tra a e b:

2

—a

n%wn:nb

1,
= b—a/ et f(x)dx

Nel nostro caso le frequenze sono:

Cn

wp, = nal’
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1
T (T .
Cp = —/ e T f(T)dT
2J-4

flr)y = Z e“nTe,

Usiamo una convensione leggermente differente. Conviene non mettere nella
definizione del ¢, il T, e esplicitarlo nella somma:

, 1 [T .
f(r) = T;elw“cn en = 5/ e~*nT f(r)dr

-4
Questa espressione ¢ carina, perché il T' che moltiplica per T — 0 diventa il
differenziale dell’integrale.

Quando abbiamo i bosoni ci accorgiamo che in realta la funzione bosonica
avra il doppio delle frequenze (dalla proprieta dimostrata precedentemente).

Vediamo: )

Gliwn) = / U drG(ryein

Hl=

Ricordiamoci che:

G(r) = F(r+B)

1 [T _ 1 /0 , 1 [T _
Gliwy,) = 5/ ) drG(r)e " = f/ drG(r)e ™" + 5/ drG(r)e "7

1
. 0

[\

H

1

0 1 ‘
g(lwn) =F / dTg <7— + 1) efiwnT + 1 / dTg(T)ef’Lwn‘r
_ T 2 /o

T=7+p

DN | =

S

Lt fom (77 1 [T _
g(zwn) = :F,/ dr' e~ iwn (T —ﬁ)g(T/) + 7/ drg(r)e_“"”
2 Jo 2 Jo
1 1

g(iwn) =

T _ .
/ dre™ """ G(1) (:l:ef“""ﬁ +1) wy, =nnT
0

[\

1

1 [T . .
Giwy,) = 5/0 dre " TG(T) (:I:e””r + 1)
F(=1)"+1

Partiamo dai bosoni, i termini con frequenza dispari sono nulli.

Gros (iwy,) = /T dre”"“nTG(T) Wy = 2n7T
0

Per fermioni le frequenze pari sono nulle.

1

gfer(iwn) - /T dT@iiw"Tg(T) Wp = (2n+ ].)ﬂ'T
0

Calcoliamo la funzione di Green libera, possiamo farlo direttamente nello spazio
degli impulsi:

Gk, 7) = f% tr [e’ﬁ(H’“N)TT&k(T)d'k"(O)]
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ag(T) = e (Ho—uN) g o7(Ho—uN) — =&k g

Possiamo calcolarla gia a tempi positivo:

1
GOk, 1) = f—e*ﬁ(HO*”N)e%“aka: = e 5 T(1 — <a:ak>)
0
1
+ = —_ —
(agar) = = Ze—
Facendo i conti nel dettaglio otteniamo che la trasformata di Fouirer é:
1
0
k = —
g ( 7wn) iwn - fk:

Questa ci ricorda moltissimo la stessa espressione a tempo nullo:

1

0 _
Gk w) = T v

Rispetto alle frequenze abbiamo frequenze immaginarie, in realta la cono-
scenza della dinamica del 7, che sembra avvenire in un tempo immaginario, che
trasformato di fourier ci danno delle frequenze immaginarie ci permette di cono-
scere anche la dinamica vera. Se ci mettiamo a tempi nulli negativi otteniamo
la media termica del numero di particelle:

G(k,7=07) = (afay)

1
Ok = - = —F
Gk T=0")=Fa

Antitrasformando otteniamo:
1 ) - 1
T 767100",(0 ) -~
zn: iwn, — &k ePer +1

Vediamo di dimostrare questa relazione. Prendiamo la funzione complessa

1

1o =Fn

Andiamo a controllare i poli di questa funzione:
P =—1  Bz=i2n+1)m
z=1iTn(2n+1) = iw,
Che polo ha z in iw,?

. . Z — Wy 1
1 - =2 - -
Jim  f(2)(z —iwn) = 5 1" fers
La funzione f(z) ha un polo semplici con residuo —T. Supponiamo adesso di
fare I'integrale su un cammino chiuso riportato in Figura 6.28, abbiamo che la
sommatoria seguente puo essere scritta come:

yﬁf@)F(z) — T Fiw,)

1
211
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Figura 6.28: Cammino di integrazione

{ -~

Figura 6.29: Se i due integrali laterali al contonro si annullano allora questo integrale
puo essere rifatto chiudendolo sulle circonferenze laterali.
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Questa somma discreta puod essere scritta come l'integrale su un percorso
chiuso. Se percaso la funzione f(z)F(z) va a zero abbastanza velocemente lungo
i cammini laterali allora i due integrali che circondano i residui sono nulli:

Ricapitolando, abbiamo visto che:

Ty Fiw,) = —% ygf(Z)F(z)

Se questa funzione si annlla sugli archi esterni possiamo scrivere l'integrale
come la somma sui residui che si trovano nei semipiani complessi a reali positivi
o negativi. Abbiamo visto che:

1 —twr, 0™
TZme =1

Studiamo la funzione seguente, e vediamo se effettivamente si annulla nei due
archi. Se cosi fosse avremo dimostrato la relazione:

OO p———

— 6—207
ez +12—¢

La funzione di fermi da sola non basta per dire che si annulla sul semicerchio.
Se pero supponiamo che la parte reale di z positivo, z ~ R, per cui la funzione si
annulla in modo fantastico per via dell’esponenizale al denominatore. Sull’asse
negativo il reale di z & negativo, quindi il termine esponenziale al numeratore ci
ammazza la funzione. Se andiamo quindi a calcolare I'integrale sulla doppia D
¢ facile dimostrare che:

1 }15 1 e B 1
omi J.1+ePz 2 — &, efez 41
Esercizio

Calcoliamo il termine:

1 1
F@iQ,,) =T —
(#2m) zn:iwn—kzﬂm—a iwy, —b

Dove w,, € una frequenza fermionica, mentre §2,, ¢ bosonica:

wp = (2n+ 1)xT QO =2maT

Calcoliamo prima il valore per €2, = 0, per semplicita.
1 1
T _
; wy, —a  iw, —b

L1 e scriviamo la somma dei residui. Con f(2)
z—a z—b

1 1
zn:iwnfa_iwnfb:ZR

Tes

Prendiamo la funzione f(z)
funzione di fermi:
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_ fla) _ f)
Ro=0"p B=3—,

L @)
iwn —a  dwn,—b a—2>b

Questo poteva essere fatto prima:
1 1 1 1 1
T — =T -
;iwn—a iwy, —b a—b;[iwn—a iwy, —b

Il primo termine possiamo farlo convergere, e danno:

O DL N (O (U

iwWn, — b a—2b

Finire a casa l'esercizio. (Ricordare che ; & una funzione bosonica).

6.6.1 Sviluppo delle funzioni di Mazubara

Dobbiamo calcolare la funzione di Green di Mazubara, definita come:
1 - -
G(ri,re,71,71) = -z tr e PH=INI T (r 7))t (1 1)

D(r,7) = T H=1N) ()= T(H=pN)

Dove 7 e 7 sono definiti tra 0 e %
La teoria perturbativa di questa funzione segue la stessa cosa che abbiamo
fatto per la teoria pertubativa a temperatura zero. Introduciamo la matrice

o(7,0), che & definita come:

o(r,0) = eT(Ho—pN) ,—7(H—pN)

Che ¢ la stessa cosa della scrittura formale della matrice S. Vediamo che con
questa matrice o possiamo subito scrivere:

d(r,m) = 0(0, 7)Mo 1 DTye =T HomuN) g (7, 0)

Adesso la 9 evolve soltanto con Hy e possiamo riscrivere questa espressione
come:

U(r,m) = o(0,7)¢(r,m)o(7,0)
Anche 'esponenziale lo possiamo scrivere sfruttando questo termine di inte-

razione:
e BH—pN) _ e*ﬁ(HofuN)g(ﬁ, 0)

Supponiamo che 7 > 7/, possiamo applicare questa scrittura anche alla funzione
di Green di Mazubara, esattamente allo stesso modo di quanto fatto per le
funzioni di Green.

Questa ¢ la scrittura formale di o, ma per fare i conti occorre trovare una
scrittura perturbativa.

9o (T,0)

p) = (Ho — uN)o(7,0) — eT(HO*HN)(H _ MN)ef-r(H—uN)
-
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9o (r,0) = (Hy — uN)o(7,0) — eT(HU_“N)(HO + H; — uN)e_T(H"_“N)U(T, 0)

or

Il termine con Hj si cancella in entrambi i termini:
0 0
200 1y 7)0(r.0)

La soluzione di questa equazione & proprio la stessa della matrice S:
o(r,0) =Tre™ J§ Hi(r)dr’

Con T, T-prodotto in 7. Con questa scrittura possiamo riscrivere le funzione
di Mazubara:

1
G(r,r',7,7") = -7 tre PH—1N) (8 Vip(r, 7)o (1, 7 )T (', 7)o (7', 0) T>7
Possiamo accorpare le o esplicitando le loro espressioni:
1
G, ', 7,7') = = tr e T T 0 (8, 0)p(r, T)w* (1, 7)

La funzione di partizione Z puo essere calcolata come la traccia del fattore
di boltzman:
Z = tre PHo—1N) (3 )

Esplicitiamo la dipendenza da Zj:

L L e 8T, (8, 0)(r, )0 (1)

G(r,r' 7, 7)) = -z
Zo

In questo modo il termine con Z% ¢ la media termica, ma anche il fattore Z/Z,
¢ la media termica della matrice sigma.

Z

70:<U>

Da cui segue:

(Tro (B, 0)y(r, 7)™ (', 7))
(0(8,0))

Da qui si ha la completa equivalenza con quello che abbiamo fatto per tempe-
ratura nulla. Si puo vedere anche qui che la matrice S al denominatore cancella
esattamente tutti i diagrammi sconnessi:

G(r,r' 7, 7') = = (Tr0(B8,0)%(r, )" (1", 7)),
Anche in questo caso ci sono gli stessi diagrammi, le regolette sul segno:
(D™=~

Con n ordine del diagramma, F' numero di loop chiusi nel diagramma. L’inte-
grale passa invece in una sommatori:

d
% — Ty

G(r,r', 7, 7') = —

n wn
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7

p S

7 lc, U“'._n_Kn l(_ b.}w
[ k-9

Se vogliamo calcolare i Diagrammi di Hartree-Fock di Mazubara
Il diagramma di Fock:

d3q —i(wWp — -
(_1) / (27T)3TZ U(q, Qm)GO(w" - Qma k — q)e (n —£2m)0
Qm

L’esponenziale & stato aggiunto per tenere conto del fatto che & un diagramma
a tempi uguali. Se andiamo a calcolarlo:

1
- Z V(q)nqu Nk—q = eﬁgqu + 1
q

Dove questa volta ny_4 € la funzione di Fermi. Allo stesso modo anche il termine
di Hartree viene come nel caso a temperatura nulla.

In questo tipo di approccio non c’e¢ nessuna ipotesi di tipo adiabatica. Le
frequenze fermioniche sono pari a:

wn = 2n+ V)T

Si puo vedere che nelle linee di interazione hanno delle frequenze di natura
bosonica, e si puo vedere dal fatto che le linee di interazioni che connettono
frequenze fermioniche devono per forza essere numeri pari (per mantenere la
disparita delle frequenze fermioniche) da cui le linee di interazioni sono sempre
dei bosoni.

6.6.2 Dinamica di Mazubara

Mostriamo ora il legame tra questa evoluzione immaginaria che abbiamo svilup-
pato e 'evoluzione reale del sistema. Delle funzioni estremamente importanti
sono le funzioni di risposta del sistema, queste funzioni sono date da:

XEa =0t =) ([B®), Aw)])

Questa funzione (detta funzione ritardata) ci dice qual & la risposta nella gran-
dezza fisica B se abbiamo messo una perturbazione del sistema associata alla
grandezza fisica A. Questa funzione da la risposta alla fisica vera del sistema.
Possiamo calcolare il:
M B\ A
Xpa = (I-B(1)A(0))
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Questa grandezza & la funzione di Mazubare. In realta se conosciamo la tra-
sformata di Fuorier di Mazubara abbiamo che questa funzione (che possiamo
conoscere attraverso la funzione di Mazubara) ci da informazioni sulla risposta
del sistema:

X (i) — X E 4w +30)

Sfruttiamo la rappresentazione di Lenmann.

Immaginiamo di conoscere tutti gli autostati (n| del sistema tali che:

<n|ei(H—;¢N)t|n> — eiEnt B(T) _ ei(H—MN)tBe—i(H—MN)t

Esplicitiamo il conto:

_i6(t) Z [{n]ePEn ¢iBnt Be—iBmt

7 m) (m|A|n) — <n|e*’8E"A|m> <m\eiE"”tBe*iE”t

n, m

Possiamo scambiare le label sul secondo termine:

_z@ét) Z [<n|e_6E"eiE"tBe_iEmt|m> (m|A|n) — (m\e‘BEmA|n> <n|eiE"tBe_iEmt|m>]

n, m

i9(t) i(En—En)t [ —BE, _ BB,
772 (n| Blm) (m| An) e/(En=Em)t [¢=FBn _ ¢=FEn]

n, m

Prendiamo la trasformata di Fourier:

;oo
_%/ dtei(w+i0+)t Z (n|B|m> <m|A|n> et (Bn—Em)t [G_BE“ _ e_BE”] _
0

n, m
i Z (n|Blm) (m|An) [e=PFn — e=FEn]
_an i(Ep — By +w +1i01)
(n|B|m) (m|An) [e=FEn — e=PEn]
Z w— (Bm — Ey) + 0%

Questo ¢ il risultato della rappresentazione di Lenmann. Adesso dobbiamo fare
la stessa cosa con la funzione di Mazubara, e si dimostra che.

Bm nAmn —PEn e_BEm]
XBA an ZZ ’_(En_Em)

Se definiamo la funzione % ,(z) con z = w + iw”, con W’ > 0, sitamo

XBA ) )
facendo il prolungamento analitico della funzione x£ , nel semipiano complesso
superiore.

R _ _ My,
Xpa(z =iwn) = X7 (iwn)
La cosa di cui ci accorgiamo ¢ che la funzione di Mazubare ¢ la funzione ritar-

data di variabile complessa z calcolata sull’asse immaginario alle frequenze di
mazubara bosoniche. Il prolungamento analitico ¢ unico. Noi conosciamo la
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xM in un numero discreto di punti, equispaziati. Il punto all’infinito & un punto

di accumulazione, e quindi, poiché la funzione ¢ anailitica in tutto il semipia-
no superiore® possiamo conoscere la funzione di risposta. La conoscenza della
funzione di Mazubara determina in modo univoco la y%.

6.6.3 Prolungamento analitico della funzione di Mazubara

Il problema adesso € quello di fare la continuazione analitica. Chiaramente la
funzione di green imperturbata € molto semplice:

1
0/
ny k - T
g (Zw ) Wp — fk
La funzion e ritardata: )
GE(z,k) =
(%) z— &k
Da cui la funzione di Green libera ¢ semplicemente:
1
Glw, k)= ———
W k) = oo — &

Se abbiamo un espressione esplicita della funzione la sappiamo fare. In
genere la situazione € molto pit complicata. Spesso si utilizza il meccanismo
di Mazubara non per fare un conto analitico, ma per fare un conto numerico.
Abbiamo un espressione:

1
G(r) 0<7< 3

Quindi conosciamo il risultato per un 7 discreto, non per tutte le frequenze,
ma solo per un set discreto delle frequenze. Fare la continuazione analitica di
questo oggetto non € banale. La cosa non e piu esatta ma esistono metodi
approssimati. Se conosciamo laG per un set finito, sappiamo che deve andare a
zero per ordine n + 1:

P,
Qn+1

Dove P, e @41 sono due polinomi di ordine n e n+ 1. Abbiamo N punti noti.
Il numero di informazioni che servono sono.

g(wn) =

N=2n+3

A questo punto la nostra funzione € un rapporto di polinomi e farne la conti-
nuazione analitica ¢ banale. Ci sono tutte varie proprieta che deve soddisfare )
(ad esempio deve avere poli solo sul semipiano inferiore).

6.7 Self energia al secondo ordine

Considereremo un modello in cui I'interazione ¢ una costante che non dipende
da g, questo implica che sul reticolo & un interazione puramente locale (a delta
di dirac) e quindi gli spin devono essere opposti delle particelle:

Ulg)=U

3Due funzioni analitiche nella stessa regione che sono uguali in un intorno di un punto di
accumulazione, sono uguali in qualunque punto.
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E + .+ —
Qi 0 —oGic = NijgNj—o
g

Lavoreremo nella scrittura a temperatura finita.

‘%J? T

e U1 e S

Figura 6.30: Diagramma del secondo ordine sulla self-energia

Andremo a calcolare la self-energia per il diagramma di Habard (Figu-
ra 6.30).

Il (—1)? viene dal fatto che & un diagramma del secondo ordine, I'altro -1
¢ dovuto al loop chiuso. Le due somme nelle frequenze si portano un 72 e la

somma spaziale si porta un &

k=kiw q=qif p=7pie

S i) = (DA Y 1 1 1
Jiw) = (—1)*(— — - - - - -
T twp — 1 — Ep—gq t€m + 1 Qm — Epyq i€m — &p
Le frazioni sono le funzioni di Green calcolate per le tre linee fermioniche
(non si considerano quelle entranti e uscenti). Si nota che w e & sono frequenze
fermioniche, Q) & una frequenza bosonica. Ricordiamoci la scrittura in frati

semplici:

1
Tz;mn_a:fW)

Dividiamo la scruttira in fratti semplici

1 1 _ [ 1 1 1
1€m + 1Q0m — Eprq 1€m — &p i€m — & 1em +10m — Epig] Qm —Eprg + &

Adesso sommiamo sulle frequenze fermioniche, il primo termine ci da:

1
[f(&p) — f(&p+q)] F
Abbiamo quindi risolto una somma:;:
ANV 21 1 _ 1
E(k,iw) = (-1)*(-1)U 72 > PR [f (&) — [(&p+q)] R

Pq, iQm
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Facciamo la stessa cosa con i due termini che avanzano:

1 1 1 1 1

iwp = 8 — Ep—gq 12— Epiq +&p o iQm — (Ep+q — &p) - i — 1w + Ek—q] Ek—q + Eprq — Ep — Wi

Quel segno meno davanti ci mangia il meno 1 davanti a tutto. Se facciamo
la somma, poiché le frequenze sono puramente bosoniche, il primo termine e
un fattore di Bose. Essendo bosoni la funzioni di Green per tempi leggermenti
negativi, non devo cambiare segmo quindi questa somma ha un segno opposto
rispetto alla funzione di fermi. Il termine & una frequenza fermionica. Quindi
questo termine diventa:

1
fqu + §p+q - fp — Wy

S(F, i) = U 5 [-WEpra — &) — F(~&a)] (& ~ F(Gp—o)]

A questo punto si passa dalla funzione di Mazubara alla self-energia ritar-
data, facendo il prolungamento analitico:

1
§k—q +&prg —Ep— 2

-

5(F, 2) = U2 5 b — &) — F(~66-] [f(& — f(Ep—o)]

Adesso siamo interessanti all’asse reale:

z— w40t
1
gqu + prrq - gp - (w + 7;0+)

S(F,2) = U2 0 3 [blEpra — &) — F(&e o)) (& — F(Ey)

Scriviamola meglio

1

S(F,2) = Uoy 3 Epra — &) + F(=Ge-a)] (& — f(Ep—o)] :

w+ 0T — &g — Epig T &

Questo oggetto puo avere dei poli. Per calcolarli bisogna immaginare di
spezzare l'integrando in una parte principale (reale) piti un termine immaginario,
che ha una delta di Dirac nel polo (—imd). Studiamo la parte immaginaria:

¥ = _iﬂ% Z; 6w — Ek—q — Eptq + gp) [b(gp-‘rq) + f(_fk—q)] [f(gp) - f(fp-&-q)]

C’¢ una parte che ¢ una §. Questa parte € ovvia, deve essere che:

W+ &p = &k—q t Eptq

Questa regola rappresenta la conservazione dell’energia. La presenza delle fun-
zioni di fermi ci da quello che avevamo discusso nella teoria di Landau, a tem-
peratura nulla le funzioni di fermi sono delle #, la funzione di bose & sempre
nulla:

<0 [f(&) = f&pra)]

Se f(&) =1 allora per non ammazzare la differenza f(&,+4) = 0 quindi {,44 >
0. Stessa cosa per le funzioni di Bose, per argomento positivo e nulla:

b(fzﬂrq - fp) =0 f(_£k+q) =1 = &i—q >0
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Figura 6.31: Schema di interazione che abbiamo studiato con questo diagramma.

Abbiamo ragiunto la conclusione che la particella a k — ¢ e a p + ¢ sono in uno
stato non eccitato, mentre p € una particella che si trova nel mare di fermi.
Stiamo descrivendo un interazione tra una particella fuori il mare di fermi, una
dentro che vanno a finire in due stati fuori dalla sfera di fermi

Questo oggetto a temperatura nulla ¢ proporzionale a w?, questo si vede
applicando la regola d’oro di fermi alla delta di dirac.

2// o w2

Nel conto per la teoria di Landau veniva X" oc f,%, perché nella § appariva &
non w.

Andiamo a fare un po’ di manipolazioni algebriche sul termine scritto con le
funzioni di Bose e Fermi. Snelliamo gli indici, definendo:

p=1 pt+q=2 k-qg=3 fla)=1-f(-q)
1 1 1

bE-D+FEHVO) @I =D OISO - FOM e 7 |1~ & 11
Facciamo il minimo comune multiplo tra dell’ultimo pezzo

1 1 1 ef2 — et st
ef2—& — 1 |:e£1 +1 n es2 + ]_:| - (eﬂil + ]_) (6972 + 1) ef2 — b1

ezi21+ 1 [1 - 6521+1] = f(2)[1 - f(1)]

b2 —1) + f(=3]F(D) = F)] =1 = FOIFM) = FRI+ )1 = fF(1)]

Svolgendo tutti i conti:

b2 =1+ f(=3)] (1) = fFR)] = FMOI - FOIL = FB)] +[1 = F(D]f(2)fB3)

Questa ¢ una bella interpretazione, a temperatura finita stiamo facendo il
processo di scattering, questo & proporzionale alla probabilita che la linea 1 sia
occupata, per la probabilita che la particella 2 sia vuota e la probabilita che la
particella 3 sia vuota, ossia di avere una particella in 1 e una buca in 2 e 3, il
secondo termine il contrario, una buca in 1 e particelle in 2 e 3.

Questo oggetto ci descrive sia l'interazione di particelle, che 'interazione
tra le buche. Se mettiamo a frequenza nulla il termine di occupazione questo
termine diventa T°2.
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6.8 Equazioni del moto

Il modo di studiare le funzioni di Green ¢ la teoria perturbativa. Riscriviamo
le equazioni del moto usando le funzioni di Green, troveremo che per conoscere
il moto della singola particelle, occorre conoscere anche la propagazione a due
particelle, ¢’¢ un mescolamento tra i termini di particella singola e le interazioni
a coppie.

La definizione della funzione di green a temperatura nulla.

G(r,r' t,t") = =i (DT (r, )+ (/1) | )
La nostra hamiltoniana non perturbata e:

H = Hy+ H;

=Y [ v (_) Valr)+ 5 3 [ dradrat ()T 2)V (1 = ra) s (r)in (1)

cra’

H() HI

Scriviamo la pittura di Heisemberg:

G(Ta Tla t, t/) = 79(75 - t/)i <T1/~}U (Tv t)QZJ;_/ (Tla t/)> + Q(t/ - t)i <T1[)U (rlv tl)/&:/ (T, t)>
Calcoliamo ’equazione del moto per la G:

8,G = —ib(t — ') (i [H Do (1, t)] G )Y 0t — ) (B (0t [H Do (1, t)p -
—i6(t —t') (Yo (r)pf (r)) — i6(t — ) (Y (1))
8tG =— <T7’[H7 /(Za('ra t)]iL:(’F/, t/)> - 7’5(x - 1'/)(500/

Dove il coefficiente del termine con la delta temporale viene I’anticommutatore
che mi da la delta nelle z per i fermioni

i[Ho,zb]:i{; [anuson (-5 )wm (retr) =3 [ arisatryog, o) (- Vzl)%(rl)}

Posso prendere la 1), (1) del primo termine e scambiarla con la ¢, (1), ottenen-
do un segno negativo. Possiamo portarla davanti al laplaciano, e ottenere:

i[Ho, Y] = —zZ/dﬁ {vk (r1), o (r }<_

L’anticommutatore tira fuori una delta di Dirac che risolve I'integrale.

vz
2 ) ()

2 ~
i[Ho, 0] = i 0 (1)

0UG = —i(Ti Gy (P (1)) — iy 6( — )
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Il laplaciano possiamo portarlo fuori e moltiplicare tutto per :

. o VQ / / !
10:G = o [G(r, 7", t,t")] 4 05,000 (x — &)

. v? 0 /
(zat + 2m) G’ =0,050(x—2)

La Gq soddisfa un equaizone alle derivate parziali. La soluzione dell’equazio-
ne non ci da la prescrizione di come girare attorno al polo, ma & nelle con-
dizioni al contorno. Adesso calcoliamo il termine di interazione, prendiamo il
commutatore tra Hy e ¢ (r)

[Hr, 9p(r)] oc 9t (r)e™ (ra) g (ra) ()9 () = () (r) 9™ (r2)a (r2)eh(r1)
Dove abbiamo sottointeso gli integrali e il potenziale di interazione:
PF(r2)(r) = = ()™ (ra) + 6(r2 — 1)

Da cui, riscrivendo tutti i pezzi.:

00 = ilH1, )] = [ drdra 6% (r)3(r = r)o(ra)u(n) = 80 = 1)t (r2)0(ra)(r)] iV (r1-12)

Sul secondo termine possiamo cambiare r1 ed r3, e i due termini sono uguali a
meno di un segno (e due operatori scambiati che cambiano il segno). Svolgendo
i conti arriviamo al termine aggiuntivo all’equazione:

2 ~ ~ ~ ~
(i@t + 2Vm> Goo(x—12") = 650 d(x—2")—i Z/: / driV (r—r) <T1/),,J/F(T1, ) (11, ) o (r, )L (', 1))

L’ultimo termine ¢ una funzione di Green a due particelle, questo termine cor-
rettivo mi tiene conto dell’interazione. Ci potremo scrivere I’evoluzione dell’ope-
ratore a 4 campi, e vedremo che viene funzione di un operatore a 6 campi, e cosi
via. Posso chiudere I’equazione con approssimazioni, ad esempio il teorema di
Wick mi permette di spezzare questa funzione di Green come il prodotto di piu
funzione di green a due campi. Questa & "approssimazione di campo medio.
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Capitolo 7

Hartree-Fock

Il metodo di Hartree-Fock & un metodo molto facile per studiare le simmetrie
del sistema, studieremo il ferromagnetismo itinerante attraverso lo stdio dell’e-
quazione di Hartree-Fock, studieremo anche le istabilita antiferromagnetica.

7.1 Ferromagnetismo

L’energia di Hartree-Fock ¢ data dalla somma dei diagrammi di Hartree e Fock

Figura 7.1: Diagrammi di Hartree Fock, dove le linee spesse rappresentano la Gur
non la Go

1
G =
T i, — & — S

3
Yp= */ (;1753 Viging_,

Prendiamo come hamiltoniana a riposo quella del modello a tight-banding

Ho = — E ska;l'ga;m
k
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L’interazione la scegliamo locale, sullo stesso sito
H] =U Z a;?anaiﬁau
i

Una volta scritto questo oggetto l'interazione esiste solo tra spin opposti
(le particelle fermioniche sono sullo stesso stato). Dato che V(q) & costante,
indipendente da ¢, la ¥ di Fock diventa:

1
Yp= _§VP(500'

Il diagramma di Fock mi cancella il diagramma di Hartree con spin uguali, mi
rimane solo il diagramma di Hartree con spin opposti.

Quindi in questo caso I'unico diagramma e quello di Hartree, che vive con
spin opposto. La nostra funzione di Hartree Fock puo essere rappresentata dal
solo diagramma di Hartree:

1 G, - 1

Gy = - -
' iw, — & — Upt

B Wy — 61 - Upl

<

Figura 7.2: Uno dei termini di Hartree che sopravvive.

Per il sistema puo essere conveniente sbilanciare le due bande. Se abbiamo
che
—, ="
Pr="rPL=3
Il sistema conserva la simmetria. Cerchiamo pero soluzioni piu interessanti, di
rottura della simmetria in cui:

py # pr
Per quale motivo dovrebbe succedere qualcosa?
Se abbiamo due bande riempite fino all’energia di fermi:
ny =nyg
Da cui:
(npny) = (ng) (ny)
Posso scrivere questi termini in questa convensione.

p m p m
Mgty MT5T g
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La differenza del numero di spin rappresenta la magnetizzazione:

m=(ng) — {ny)

Riscrivendo I'energia usando questa convensione ’hamiltoniana di interazio-

ne diventa':
=0 o) =05 [(2) - (3)]

L’hamiltoniana di interazione si minimizza quando m & molto grande. Questo
crea uno svuotamento in una banda, questo aumenta ’energia cinetica. Il pro-
blema del ferromagnetismo € un equilibrio tra energia cinetica, che tende a egua-
gliare ny e ny e 'interazione che tende invece ad allineare tutti gli spin. Se vince
Iinterazione si ottiene un ferromagnete, se vince ’energia cinetica otteniamo un
paramagnete.

Dobbiamo trovare il valore di p;. Per ricavarlo usiamo la funzione di Green,
& l'integrale della funzione di Green, sappiamo gia che esce fuori la funzione di
Fermi:

1 S it Un) o= + > S+ Up)

Abbiamo queste due equazione, e cerchiamo una soluzione per p; # p,. Possia-
mo mostrare che se ammettono la soluzione definiscono un minimo di energia
di campo medio.

m

S DI R E RS SWICEL UL
k

o= [aN©f (s+U%) - / aeN©)f (v

Abbiamo due equazioni che possiamo sommare:

pr+py = /déN(é) 7 (+v5)+r(s-vF)]

S S )

1Questa hamiltoniana di interazione & detta modello di Hubard.
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La seconda e I’equazione di self-consistenza che andremo a studiare che definisce
la magnetizzazione del materiale.
Iniziamo studiandola a temperatura nulla 7" = 0K. A temperatura nulla le

f sono delle 6.
Um
m:/2
_Un,
2

L’equazione, per piccoli m, puo essere soddisfatta solo ad una condizione:
la funzione integranda?, se m & piccolo, & lineare in m. L’equazione ha soluzio-
ne quando la funzione di sinistra (retta con pendenza 1) e quella di destra si
incrociano.

Figura 7.3: Le soluzioni ci sono se la pendenza della curva ¢ maggiore di 1.

Le soluzioni dell’equazione ci sono se la pendenza della funzione di destra ha
pendenza maggiore di 1.

m=~Um [ &N©F(©

1=-U / dEN(E)F(€)

Se ci mettiamo a temperatura nulla la derivata della funzione di Fermi diventa
la delta di Dirac (con segno meno):

1=UN(0) T=0
Questa e la condizione di ferromagnetismo a temperatura nulla:
1= UN(Ef)

Quando abbiamo visto il modello di Landau per il ferromagnetismo veniva
che il fattore di enhancement di Stoner & dato da:
1
1+ Fy

2L’integranda & una funzione dispari in m, quindi il suo sviluppo per piccoli m contiene
solo potenze dispari in m.
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Usando il modello di Habard in approssimazione di campo medio questa condi-

zione diventa: )

N(e
1-UNe

Il 2 mancante derva dal fatto che non abbiamo incluso la molteplicita di spin
alllinterno di N. Questa condizione puo essere studiata anche a temperatura
finita. In questo caso il diagramma di fase e rappresentato in Figura 7.4.

-+
P

v

- =
° T wees)

Figura 7.4: A temperatura finita il paramagnetismo e ferromagnetismo sono
rappresentati da una transizione del secondo ordine.

Questa ¢ una tipica transizione di fase descritta in campo medio. Se si
guarda la magnetizzazione questa viene proporzionale a:

mo (U—U,)?

Queste sono le tipiche relazioni che vengono fuori in approssimazione di Hartree-
Fock.

7.1.1 Campo medio

L’approssimazione di campo medio si puo ricavare da tanti modi equivalenti.
I diagrammi di Hartree-Fock vengono fuori se si fa una approssimazione di
linearizzazione dell’hamiltoniana di interazione. Se abbiamo un hamiltoniana
di spin, possiamo linearizzarla.

AB ~ A(B) + (A) B — (A) (B) (7.1)

Questa € una linearizzazione che corrisponde esattamente all’approssimazione
di campo medio. Da cui I’hamiltoniana di interazione che dipende dagli spin:

H= E 005 = E ag; <0’j>
ij i
La stessa cosa si fa con i fermioni:

1
— + +
HI - 5 ; V(Q)a/qu aak’fq’ o' Ak’ o' ko
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HI = Z V(O) <a;§i>o'ak'0'> a;:/a/aklo./ + ..
kk' oo’

In piu ci sarebbero i termini mediati tra di loro,

Hy = oo V(0 (g o0 oty i)
q

L’ultimo termine va sottratto all’lhamiltoniana per ottenere I’approssimazione
corretta (vedi ’equazione 7.1).

1
Hr = V Z V(O) <a:0aka> a;:,alak/gl — Z V(q) (a’,j_m o 0k+q O'a;:o-/akg/>

kk’ oo’ q

La linearizzazione trasforma un problema interagente in un problema non
interagente. Ci si accorge facilmente che questi due termini rappresentano
esattamente:

H; = Z(EH —&—ZF)aZak
k
Quindi la linearizzazione da esattamente lo stesso risultato dei diagrammi che
abbiamo ottenuto.

L’approssimazione di campo medio puo essere ottenuta anche dal princi-
pio variazionale. Supponiamo di prendere i termini (A) definiti come le medie
termodinamiche:

tr Ae=PH
= Ze

E di trattarle come variabili libere. I valori di (---) definiti sulle medie ter-
modinamiche sono proprio quelli che minimizzano ’energia libera F((A), (B)).
Questo dimostra che lipotesi di campo medio & la migliore approssimazione
lineare che possiamo avere.

(4)

7.2 Antiferromagnetismo

Partiamo dal modello di Habard:
—t Z a;’;am +U Z ning|

Questo modello & nato per descrivere sistemi fortemente correlati, nato perché
i sistemi dovevano essere a banda semipiena, e un sistema semipiena a banda
¢ necessariamente un metallo, invece esistono un sacco di sistemi che a banda
mezzi pieni sono degli isolanti, molto spesso sono isolanti antiferromagnetici. La
pittura a bande non descriveva correttamente questi comportamenti. Prendiamo
quindi la banda mezza piena. Prendiamo il termine di Hopping nullo (¢ = 0).
Lo stato fondamentale sara quindi un solo elettrone per sito, poiché quando
accoppio due elettroni sullo stesso sito I’energia di interazione aumenta. Lo stato
¢ altamente degenere senza hopping, poiché qualunque configurazione abbiano
gli spin degli elettroni, otteniamo sempre un energia nulla. Ogni volta che si
crea una buca abbiamo uno stato eccitato.

Il termine seguente spezza la degenerazione. Supponiamo di avere gli stati
in Figura 7.6
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Figura 7.5: Stato fondamentale

A T
{ 1
Lol
tood
Figura 7.6: Stati degeneri.
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Il termine di Hopping al primo ordine da come contributo:
t(a—l‘_oaza + (13_0(110)

Quando andiamo a fare teoria perturbativa sul termine di Hopping abbiamo il
termine correttivo in energia che sara dato da:

£2
U

s Il termine di hopping offre un guadagno energetico solo per stati che tra
primi vicini hanno spin opposto, perché il principio di pauli evita ’hopping.
Il termine con spin opposti guadagna grazie all’hoipping. La configurazione
antiferromagnetica ha un guadagno energetico, quidni il sistema preferisce avere
una configurazione antiferromagnetica.

Si puo fare teoria perturbativa rispetto al parametro ¢. Per piccoli valori
del rapporto 5 il modello di Habard resta un isolante Con un hamiltoniana del
tipo:

Questo ¢ il modello di Heisemberg quantistico, il modello antiferromagnetico.
Vogliamo trovare che lo stato ¢ instabile rispetto alla formazione di un antima-
gnetismo. Il prodotto n4n si sbilancia. Nell’antiferromagnetismo abbiamo due
rotture di simmetria, sia la simmetria di spin che la simmetria traslazionale. La
rottura traslazionale € mostrata in Figura 7.7

—
-

>
[N

Figura 7.7: Rottura della simmetria nel reticolo, ogni punto ha primi vicini di spin
opposti al suo, questo mi allarga la cella unitaria.

_ P M ogr
pr=5t5¢€

Per descrivere l'alternanza degli spin usiamo questa scrittura dove ¢ & meta del
vettore del reticolo reciproco:

7=(3 5)+@

Questo reticolo reiproco rispetto a quello di partenza & spaziato di 27/a Il
vettore ¢’ € mezza diagonale del vecchio vettore del reticolo reciproco. Per via
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Figura 7.8: Vettori reticolo reciproco, la zona di Briluine si ¢ dimezzata (nuova in
rosso, vecchia in verde)

del fatto che la zona di Briluine si dimezza (Figura 7.8), ¢ diventa un vettore
del reticolo reciproco nuovo.
La rottura della simmetria traslazionale fa nascere una nuova media anomala:

(a;:_‘_qaw #0

Questo nuovo termine esce dall’oggetto che oscilla sull’hamiltoniana, e queste
medie non si annullano piu. Le funzioni di gren che dobbiamo studiare adesso
sono anche le G, 14 € cosl via. Qui siamo fortunati perché mettendo il termine
oscillante in ¢ generiamo un accoppiamento tra k e k + ¢ che a sua volta &
accoppiato con k 4+ ¢ + ¢. Tuttavia siamo fortunati perché ¢ + g € un vettore
del reticolo reciproco, e quindi queste doppi accoppiamenti non li dobbiamo
considerare. A rendere possibile questa semplificazione ¢ il fatto che il periodo
della perturbazione ¢ esattamente pari al reticolo reciproco.  Procediamo al
calcolo della magnetizzazione. Il modello della hamiltoniana ¢ un modello tra

primi vicini:
H = —tz a;ajg =+ UZTLZ‘TTLN,

i %

Dove il primo termine e I’hopping tra primi vicini che trattiamo perturbati-
vamente, e l'altro e il problema diagonale che abbiamo gia affrontato per il
ferromagnetismo.

Cercheremo soluzioni il cui valor medio e differente tra sito e sito.

NP iQ-R; M
(nit) =5 +e )
AE M
(niy) = g —e'? Rl;
Dove
3= 3

(nir) — () = me' @7

Questo significa che la magnetizzazione in questo caso € modulata sui siti: tra
i primi vicini ¢’¢ magnetizzazione opposta, tra secondi vicini ritorna la stessa
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Figura 7.9: Schema di come cambiano le celle unitarie nello spazio reale e nella I zona
di Briluine.

magnetizzazione. Questo corrisponde a modificare la cella unitaria, raddop-
piandone ’area. La prima zona di briluine invece dimezza di conseguenza 1’area

A causa di questa situazione di rottura di simmetria abbiamo che il termine
seguente non si annulla.

<a2‘+qak> #0

Usiamo 'approssimazione di campo medio:
ity & (nar) ajyaiy + (nay) afrair
Da cui possiamo diagonalizzare separatamente per i due spin:

m 5.5,
H= *tza;‘;aﬂ + UZ (g - 562@ R’) aj'TaiT
ij i

In questo modo possiamo trovare le funzioni di Green di questo sistema. Pas-
siamo nello spazio di Fourier, introducendo la scrittura:

1 1kr;
aip = —F= E erta
T VUN < M

U P m 5B o ik
S eray 3 F) ST emikrigf o
E‘kakTCLk-T + N (5 - ?e’Q ) e T CLkTBZ r Ak
k % k,k’

Facciamo la somma su i:
1) m
d_enagyar +US Y afart U5 Y o, qan
k k k

Oltre al termine diagonale abbiamo anche il termine fuori diagonale. Abbia-
mo una mescolanza fra lo stato k e lo stato k4 ¢. Il primo termine diagonale lo
possiamo inglobare nel termine 5 nel potenziale chimico.

U
_ + +
H= E fkamam — Em E Uy q 1Ok

* Termine off-diagonal
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Per risolvere questo problema basta una trasformazione. Questo termine
aggiuntivo funziona come self-energia nella formula di Dyson, perché connette
k in k + q. Adesso non solo dovremo studiare la funzione di Green Gjp ma
dovremo connetterla con la funzione di Green Gy g4+q. Questo problema ¢ di
fatto un problema 2x2, prendiamo k nella zona di Briuluine ridotta:

U
_ - - + +
H= Y &ahamt Y Cerqaiig @it tmgm > gyt afiarig
kERBZ kERBZ kERBZ

I k fuori dalla zona di Briuline ridotta li chiameremo k + ¢ (con ¢ il vettore
precedentemente definito mi porta dalla RBZ alla parte restante).

Avendo spezzato in questo modo le somme abbiamo un sistema 2x2 in cui
nella diagonale principale abbiamo le energie, e fuori diagonale abbiamo i due
termini nati dalla rottura della simmetria:

Gl=0-—¢-3%

Dove i termini sono delle matrici, € sono i termini in diagonale mentre X e
la self-energia rappresentata dai termini fuori diagonale. La nuova funzione di

hartre-Fock e: ‘ v
-1 _ (sz—gk Fm )
HE Um iwn, — Ektq
Nella funzione di Green la self-energia € un oggetto che si somma all’energia.

Quello che dobbiamo fare e risolvere la funzione di Green. Questo oggetto
mescola k e k + ¢, quindi la sua risoluzione impiega questo sistema 2x2.

G < —(Tak(7)a; (0)) - (Tak(T)aka+q(0)> )
Loy} )~ (Taeg(Taf4(0)

Questa funzione di Green anomala ha elementi off-diagonal non nulli (non
presenti nello stato senza rottura di simmetria).
Notiamo che se calcoliamo €4 si ottiene:

Ektq = —E€k e = —2t (cos kya + cos kya)

Questa e una simmetria del modello a tight banding che abbiamo visto.

a1 — (N — & gm
He gmiwp + &

Nel fare questo stiamo assumendo che non vi sia potenziale chimico pu = 0.
Questo caratterizza la situazione di meta banda piena. In questo caso

E=¢

1 [twNn —€k %m
HF — U :
Fm Wy + Ek

Andiamo subito a vedere quanto vale la funzione di Green. Dobbiamo invertire
questa matrice. Dobbiamo trovare il determinante:

2
det G™' = —w? — &2 — <g) m?
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1

Gur = —

2 _Uu ; _
w2 +e2 4+ (Y) " m2 zM  Wn — &k

Questa e la funzione di Green di Mazubara, facciamo il prolungamento ana-
litico e andiamo sul piano reale. I poli non sono piu quelle del sistema libero
(w = e, dove il — ¢ dovuto ad aver usato solo la zona ridotta di Briluine).

Ora i poli sono:
l/ 2
w==x4/e2 + e m2

Az%m

w=2+veZ2+ A2

Adesso ¢ nata una gap

La gap si e creata a bordo zona.

Figura 7.10: Si apre una Gap a bordo zona per via dell’accoppiamento tra la zona a
vettore k e quell a k + ¢. 1l sistema apre una Gap, perdendo in energia cinetica ma
guadagnando in energia potenziale. Questo potenziale perturbante apre una gap.

Se prima il sistema era un metallo (privo di gap) adesso diventa un isolante,
poiché e presente una Gap a meta della zona di briluine. Lo spettro & gappato.
Adesso il punto importante ¢ trovare quanto vale m. Abbiamo assunto a priori
che m c’e bisogna vedere se effettivamente questa soluzione esiste e quali sono
le condizioni che mi determinano m. Bisogna scrivere un equazione di self-
consistenza. Useremo le funzioni di Green per determinare m.

5 T3¢

Ma questa stessa cosa possiamo calcolarla dalla funzione di Green

(nit) =

1 ikrs e 1 O
(nit) = N Ze thrs (aZ‘Telk Tlagy) = N Z <azTakT) + ¢iQri (aaa,k.Jqu)
Kk’ k

Paragonandolo a quello di sopra abbiamo:

m 1
9N Z <a$¢ak+q 1)
k
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Dobbiamo calcolare <az+ ,@k), si puo fare attraverso la funzione di Green:

Ghkrq(07) = (af, ,ar)
Calcoliamo la funzione di green:

m

T .
5 == N Z gk,k+q(ka an)
n,k

Sostituendo la funzione di Green che abbiamo calcolato (il termine off-

diagonal) ' .
2 _ 2 2

Moltiplicando per U da ambo i lati e ricordando che A = %

1
A= fUTZT% _EI%A

m

Escludendo la soluzione banale A =0
1
1=U0T —_
; w2 + E?

Usiamo il solito teorema del calcolo delle funzioni di Green.

1 1 1 1 1
Ty ——— =T =T — —

Occorrerebbe aggiungere il fattore di convergenza, abbiamo fatto questo
calcolo molte volte, e il risultato ¢ la funzione di Fermi.

L f(=Ek) — f(Ek)
T ZvE - 28

E la nostra equazione di self-consistenza diventa:

f(=Ek) = f(Er)
NZ 2Ek

Questa differenza la possiamo riscrivere:

1 1 _ ez e~ 2
e=+1 er4+1 e % +4e

N

Da cui abbiamo:
tanh [3 Ex )

zk: 2F},

La risoluzione di questa equazione ci da la condizione di esistenza della Gap.

tanh (gx/sz + A2>
2ve2 + A2

1:U/dsN(s)
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7.2.1 Rottura della simmetria a temperatura finita

Si puo dimostrare che a temperatura nulla la simmetria viene sempre rotta. Ci si
accorge che appena si devia da potenziale chimico ;= 0 € molto difficile diven-
tare antiferromagnetici. La soluzione antiferromagnetica scompare sia aumen-
tando la temperatura sia spostandosi dal caso 1 elettrone per sito. Questa pe-
culiarita dipende dal tipo di Tightbanding che abbiamo preso, per altri modelli
ci potrebbe essere un U critico. Tantissimi sistemi sono antiferromagnetici.
Dimostriamo che I’equazione scritta precedentemente ha sempre soluzione a
temperatura nulla. Se 7' ¢ nulla # — oo e quindi la tangente iperbolica va a 1.

1 at 1
— = deN(e) ———
U /—4t ( )2\/62 + A2

Per risolvere questa equazione. Grafichiamo la funzine a destra come funzione
di A, e vedere quando attraversa il valore %
Possiamo riscriverla come:

4t
%: /O deN(a)ifiAQ (7.2)

Se A — 0 l'integrale diverge. Per A — oo va a zero. Non importa quanto picolo
sia U la soluzione esistera sempre:

'.
!
A

Figura 7.11: Grafico della funzione in dell’equazione 7.2, il sistem ha sempre una
soluzione per ogni valore di U.

Nella situazione in cui §; e £,44 sono entrambi alla superficie di Fermi si
mescolano molto facilmente, questo giustifica la nostra singolarita della funzio-
ne, infatti se ;44 = —& quando uno ¢ nullo anche 'altro € nullo e questa
mescolanza esplode. Tutavia questo vale solo se il potenziale chimico ¢ nulla,
aumentando il potenziale chimico mischiamo due stati &, e x4 mescoliamo due
termini a energia differente e ’accoppiamento & molto minore, In questo caso la
funzione non diverge ed & finita quindi esiste un U critico al di sopra del quale
esiste la soluzione.

Proviamo a vedere cosa succede in temperatura

tanh (gx/ag + AQ)
2v/e2 + A2

1:U/d5N(5)
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Possiamo provare a chiederci cosa sia la temperatura critica. Il valore di 3
critico ha per soluzione A = 0, questo & I'ultimo valore buono della temperatura,
¢ il valore in cui nasce la gap. La temperatura critica si ottiene sostituendo a
questa equazione A = 0

4t

Adesso non c’¢ pitt una singolarita poiché per € — 0 si annulla anche il deno-
minatore. Dobbiamo fare lapprossimazione forte che N(g) sia una costante.
Questa forte approssimazione serve per dare una stima almeno di ordine di
grandeza.

1 4 tanh(B.e

— =Ny dei

U 0 €
Possiamo considerare la tangente iperbolica costante oltre ¢. Il punto piu grande
dell’integrale € quello in cui la tangente di € & 1, perche tutto cio che viene prima

€ molto piccolo:
4t
1 4t 1
No/ dsg =Noln— = —

y T. U
! —lnﬁ
NoU ~— T T.

T, — dte” %oT

Abbiamo ottenuto una temperatura critica che ¢ esponenziale nella grandezza
NoU, una grandezza adimensionale, che possiamo chiamarla come A (costante
di accoppiamento efficacie). Questa ¢ un espanzione per S — oo. Questa ¢ una
soluzione non perturbativa, infatti ¢’e¢ una singolarita essenziale per U — 0. 11
diagramma di Fase rispetta questa equazione (Figura 7.12)

T f=°
D
A4 F

Figura 7.12: Diagramma di fase a 4 = 0 per transizione tra antiferromagnetismo e
paramagnetismo.
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Figura 7.13: Diagramma di fase a T' = 0. Notare che per u — 0 per qualunque U
esiste soluzione antiferromagnetica.
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Capitolo 8

Teoria della risposta lineare

Immaginiamo di mettere nel sistema una perturbazione, ad esempio un campo
elettrico, e si studia la risposta del sistema, ad esempio la corrente. Tutto questo
va fatto nel limite in cui la pertrubazione ¢ molto piccola tale da prendere solo
lo sviluppo lineare. Nel caso sopra esposto la legge e:

J=0oFE

Un altro esempio ¢ 'aggiunta di un campo magnetico H e si genera una ma-
gnetizzazione:
M = yH
La situazione ¢ molto complicata poiché la perturbazione puo essere una funzio-
ne del tempo e dello spazio. In questo caso la risposta ¢ lineare nella trasformata
di Fourier:

J(k,w) = o(w, k) E(k,w)

Immaginiamo di fare una perturbazione che & proporzionale ad una gran-

dezza fisica del sistema.
v(t) = —Aa(t)

In cui A ¢ una caratteristica del sistema, e a(t) ¢ la grandezza del sistema, dove
v(t) € la funzione modulante. Se moduliamo il potenziale chimico andiamo a
modulare la densita.

La nostra perturbazione v(t) = —a(t)A.

Questo ¢ un caso molto semplice in cui la perturbazione ¢ indipendente
dallo spazio; per introdurre una perturbazione modulata si pud sommare su
tante perturbazione, ciascuna su un differente sito. Questo caso ¢ quello piu
generico, infatti per tante perturbazioni data la linearita la risposta e la somma
delle risposte.

Se mettiamo il potenziale elettrico possiamo anche studiare grandezze non
direttamente legate, come ad esempio la densita.

Studiamo quindi 'osserabile B:

(B(t)), — (B) = / d'xp At —t)a(t) (8.1)

Il valor medio di B con e senza perturbazione e proporzionale alla perturbazione.
In questa scrittura c’e la linearita con la perturbazione esterna.
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In questo abbiamo due condizioni: |xpa(f)| < ¢, ossia la risposta non diver-
ge. L’altra condizione & quella di causalita. Il risultato ad un tempo ¢ dipende
solo dai tempi precedenti. Questo implica:

xpa(t —t") o< O(t —t)

E piu conveniente non mettere il cutoff nell’integrale, ma esplicitare la 6 di Hevi-
side dentro la x. Questa causalita ha conseguenze importanti sulla trasformata
di Fourier:

/ 6ithBA(t)dt = / eithBA(t)dt
0

— 00

La trasformata di Fourier puo essere fatta in generale:

/0 " typalt) = x5a(2)

Questa funzione ¢ analitica nel semipiano superiore. Immaginiamo infatti di
scrivere
z=27 +i2"

Se 2" > 0 questo integrale converge benissimo (¢ > 0). Se facciamo la derivata
rispetto a z ci accorgiamo che anche la derivata esiste:

0" xpa(z) = (i)"/ e te# g a(t)dt
0

Infatti la xpa(t) € non singolare per ipotesi, il fattore esponenziale mi ammazza
il t", e quindi l'integrale converge senza dubbio per 2z’ > 0. Quindi la funzione &
analitica nel semipiano superiore. Se prendiamo ’espressione 8.1 e ne facciamo
la trasformata di Fourier otteniamo:

5:) = [t (), - (B))
Per il teorema della convoluzione otteniamo:

B(w) = xpa(w +i07)a(w)

Questo oggetto, data la definizione di risposta lineare dipende da A e B come
forma, ma & calcolata nel sistema senza perturbazione. Poiché la risposta & un
numero reale anche la x (¢ —t’) ¢ una funzione reale. Da cui la sua trasformata
di Fourier ha come proprita:

X' (W) = x(-w)

Da questa proprieta di analiticita del piano superiore esce fuori la relazione
di Crames-Cronig.

8.1 Relazione di Crames-Cronig

La relazione di Crames Cronig nel caso in cui B = A. Studiamola nel caso:

xA4(w)
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Sottointendendo che w ha una parte immaginaria leggermente positivo. Queste
relazioni legano la parte reale e la parte immaginaria. La parte immaginaria
& connessa all’assorbimento. Se dobbiamo fare una misura conviene fare una
misura sulla parte immaginaria allora conosciamo quella reale. Parleremo di
parte reattiva e parte dissipativa.

XBA(W) = Xpa +iXpa(w)
Con Y’ ¢ la parte reattiva e x” la parte dissipativa.
_ xBa(W) + xaB(-w)
2

Se A ¢ uguale a B questa coincide con la parte reale della y. La parte dissipativa
invece:

X%A (w)

X%A (LU) _ XBA(W) 2_ XAB (O))
i
Se A & uguale a B questa coincide con la parte immaginaria.

Mostreremo che la x” ¢ legata all’assorbimento. Scritto in trasformata di
Fourier questo oggetto ha degli integrali di parte principale pitt una somma di
0. L’assorbimento corrisponde alla parte delle delta. Vedremo che la x’ elimina
la parte con le § e vice versa x” elimina la parte principale.

Applichiamo il teorema di Chauchy. Se abbiamo una funzione analitica x(z)
in un certo intervallo, e z ¢ un punto interno all’intervallo:

)= o [ a2

271 z' -z
Facciamo un cammino dato da un semicerchio sopra all’asse:

XBA(Z) z:)>OO 0

211 z—z

xale) = oo [ XA g

Poiché l'integrale superiore possiamo ignorarlo, perché abbiamo che la x si
annulla, in piu ¢’e anche il denominatore:

1 [ xpalw' +1ig)
= — =
XB4(2) 27 /700 wHic—=z2 “
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Prendiamo ¢ — 0.

xBa(2) = = /OO 7XBA(W/)dw’

= -
21 J_ W — 2

‘ 1 xBa(w
Xpa(w +ig) = 2—7”/ 7w’—w(—)iedwl
—o0

Adesso prendiamo € — 0. Questo mi da un termine che ¢ una parte principale

+ la delta: W)
1 xBa(w )
g | S e imcnate)

1 1 xBa(w')

pXpalW) = 2m’][ o
1 w’

Xpa(w) = — ][ XB,Ai()dw (8.2)

WA w —w

Studiamo ’equazione della risposta 8.2 nel caso in cui A = B:

1 / -1 /
Yaa(w) = — ][dw’ XAA(W)IJFZXAA(W )
i w —w

Da cui, ripetendo la sostituzione a sinistra otteniamo:

1 1 /
Xaalw) == 7[ Xaal@) )dw”

T w —w
L[ Xya(w)
" AA /
= —— 4 =82
Xaa(w) p ][ o —w

Si possono vedere parecchie cose, ad esempio la parte assorbitiva e in fase
con la perturbazione, mentre la parte reattiva e in contro fase. Questo si puo
ripetere anche nel caso A # B:

XBa(w) = L][WM

e w —w

1 XAB(—w)
dow' 2288 2
XAB(—w) ; ;

Facciamo la somma:

f o [t onCA] )
Xpalw) - 3 f 22al)

Queste relazioni collegano le parti reattive e assorbitive attraverso la trasfor-
mata di Hilbert.
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8.2 Formula di cubo

Questa formula & utlie per calcolare direttamente la forma esplicita della nostra
funzione di risposta. Questa dimostrazione si puo fare sia per sistema classico
che sistema quantistico. Supponiamo per semplicita che:

(B) =0

Per calcolare il valor medio dell’operatore dobbiamo tracciare la matrice
densita per 'operatore:

tr pB
Dove la matrice densita e definita nel gran canonico:
1
— —-BH
= —e
=z

Con H che contiene anche il potenziale chimico.
1 _
p= Z;|wa>e fBa (Yal

Dove gli stati |1, ) sono autostati dell’hamiltoniana. La p non dipende dal tempo
anche se ket dipende dal tempo.

H, = H +v(t)

In questo modo la nuova equazione di Schrodinger é:

1) = H, o)

In questo modo gli autostati dpenderanno dal tempo in presenza della pertur-
bazione in modo non banale (le ¢ non sono autostati dell’hamiltoniana totale,
ma autostati dell’hamiltoniana non interagente):

1 _
p(t) = 2 S a0 e 5 (wa0)
In questo caso la p & funzione del tempo poiché ’evoluzione non ¢é pitt banale:

ih%p = [Hy, p]

Questa non e proprio ’equazione di Heisemberg. L’equazione di Heisembgerg
viene la stessa, ma cambiata di segno.

Non stiamo derivando gli operatori ma la matrice densita, che rappresenta
uno stato. L’evoluzione di questo operatore concettualmente ¢ molto interes-
sante. Se mettiamo un campo elettrico otteniamo una corrente. Questo oggetto
che stiamo studiando ci descrive il transiente o il caso limite a t — oco. Quando
il conduttore arriva la corrente, si riscalda, e si arriva ad un caso stazionario,
quale stiamo descrivendo? Con questa risposta stiamo descrivendo l’inizio. Se
il sistema ¢ in un ensamble, e facciamo evolvere solo le funzioni d’onda, il peso
delle funzioni d’onda rimane fermo. Infatti i fattori e ## non dipendono dal-
I'ambiente, quindi la temperatura & costante! La teoria della risposta lineare
discrive piccole perturbazioni dall’equlibrio.

131



d
ihapt =[H +v(t), p+ Ap]
Andando a fare questo commutatore abbiamo:

[H,p] =0

e = [0(0) ) + [H, Al

Dove abbiamo trascurato il termine al secondo ordine.
. d
i pe = [H, Ap] = a(?) [4, 4]

La soluzione di questa equazione &

t
Ap = 1 e—i(t—t') (A, p] ei(t—t’)ga(t/)dt/

— .

Possiamo verificarla sostitundola nella precedente.
Quando deriviamo questa rispetto a t, ha due pezzi, uno rispetto all’estremo
e uno rispetto all’interno

H H
thoAp = —[A, pla(t) —ih (—ihAp + iAph)
Adesso vogliamo calcolare (B),

ot
(B), =trApB = %/ tr {e_i(t—t’)% [4, p] e—i(t—t')%B} a(t')dt’

— 00

Tutti i termini che dipendono da t possono essere riassorbiti scrivendo B(t)
(B che si evolve alla Heisemberg) sfruttando le proprieta cicliche della traccia.
Allo stesso modo, il t’ sta nel posto giusto per essere riassorbito nella dipendenza
da A:

B), =5 [ {lA€).A B} ()it

— 00

Da cui possiamo riscriverlo esplicitamente:

. t - t
(B), = = / tr {BAp — BpA}a(t')dt' = * / tr {BAp — ABp} a(t')dt’
h)_ o h)

B, =1 [ o {BOA) ) altdt
®), =5 [ (BOAC) ()

@)= [

Dalla definizione di funzione di risposta otteniamo:

0(t —1') ([B(1), A(t')]) a(t')dt!

B), = [ xit=that)ar
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1

X(t =) = 260t =) ([B(1), A(t)])

x(t) = %H(t) ([B(#), A0)]) (8.3)

Da cui la funzione di risposta dipende dal commutatore. Questo ¢ davvero un
numero reale? Si, perché gli operatori A e B sono hermitiani, quindi quando
faccio il complesso coniugato la ¢ cambia segno, ma il commutatore si rovescia,
quindi ottengo che x* = x, quindi effettivamente & un numero reale. La funzione
di risposta ’¢ se B ed A non sono grandezze conservate, se B commutasse con
H questo oggetto darebbe zero.

Il limite classico si fa sostituendo il commutatore con la parentesi di Poisson.

8.2.1 Parte assorbitiva della funzione di risposta

Prendiamo una perturbazione v(t) e scriviamo che questo & pari a
o(t) ==Y a;(t)A;
i

Questo modifica I’hamiltoniana totale:
Ht = H + ’U(t)

Prendiamo 1’energia del sistema H, e vediamo come varia in funzione della
pertrurbazione. Possiamo scrivere ’equazione di Heisemberg:

ih%H = [H,Hy] = — Z a(t) [H, Aj]
J
Dato che H e H commutano rimane solo la perturbazione. Se calcolassimo
il valore medio di questo senza perturbazione viene zero. Questo ¢ naturale,
perché 'assorbimento di energia non puo essere lineare nella perturbazione.
L’assorbimento ¢ sempre un fenomeno la cui derivata e positiva, quindi non
cambia al variare del segno della perturbazione. QUindi 'effetto ¢ di ordine
pari nella perturbazione (almeno quadratico.
Per applicare la risposta lineare dobbiamo chiamare 1’osservabile un termine
al secondo ordine:
B = [H, A;(t)]

B), = 3ot -1)S [ @t (BOA) o (0)

t

i (), == alt) [ a3 (H, A0 A i)

i —oo
Il commutatore tra H e A;(t) ci da la derivata della A;:

i d

5 A5 ()] = = A4(t)

t

i (), ==Y at) [ ar ([ 4,0, ) e

ij —oo
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La derivata, essendo fatta rispetto a ¢ (e non t') puo essere portata fuori dal
commutatore

d

’Lha

(), == Sa(t) [ dv G (14,0, 4] as(r)

d

L d
at

oo
d
(H), == > alt) [ 60— t)ar 5 (14,0, A0 aslt)
” o dt
Se potessimo portare la derivata davanti alla 6 abbiamo la derivata della
funzione di risposta.

. d o d
iy ), = = Sate) [ | o= ) (4,0, A + 800 — ) (4,0, A0 (t)
ij -
Il secondo termine ¢ nullo, poiché abbiamo dvanti tutta la somma, quindi ab-
biamo la somma su tutti i commutatori, e ci sono i commutatori degli operatori
con se stesssi.

Possiamo riscrivere questo termine come:

Latn

S, = 2 alt) [ s o=y (4, (0. A i)
xji(t—t")

Riconosciamo la funzione di risposta in questo integrale.
d > / d / /
ij —o0

Adesso prendiamo una perturbazione monocromatica reale:

a;(t) = % [aie™™" + afe™']

Stessa cosa per a;(t).
d < d 1 iy _
T (H), = Zaj (t)/ dt/%in(t - t’)§ [aie™™" + afe™']
ij -0
Per fare i conti in modo pulito scriviamo che:

dw' —iw (t—t
ij‘(t—t/):/ge =W

d ’ . dw’ 1 —iw (t—t ’
@in(t —t') = —Z/gw e N (W)

Facciamo l'integrale con il termine ¢ . D'integrale in ¢’ mi da una §(w +
w,’), integrale con e~ da la delta rovesciata, che integrata in w’ seleziona i
seguenti termini

twxji(—w)a; —iwx;i(w)a;
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Da cui la nostra funzione diventa:

d . twt ok . —iw
pr (H), = E a;(t) [zwxji(—w)e tar — iwy;ji(w)e tal-]
ij

d 1 ; i . Twt  * . —iw
pn (H), = 3 Z (aze™ ™" +aze™") [iwx;i(—w)e™ af —iwxji(w)e” “ a4
j

Adesso di tutto questo termine prendiamo la media temporale. Se prendiamo
la media temporale si conservano solo i termini non oscillanti.
d 1. * *
i (H), = 5“”2 [a‘jaz’ Xji(—w) — ajaini(w)}
ij

Possiamo cambiare gli indici del secondo per ottenere il fattore davanti alle x
uguale.

d _ o Xgilw) = xij(—w)
T (H), = izjwajaz 5

d .
a (H), = ZwajaiX;‘/i(w)
ij

Vediamo che ’assorbimento & effettivamente quadratico nella perturbazione
e connesso alla x”. Notiamo che questo termine sia senza dubbio positivo.
Quindi la x” & una funzione dispari in w (wx”(w) deve sempre essere positiva).
Se questa e una forma definita positiva abbiamo che la matrice x;; ha tutti gli
autovalori positiva.

8.3 Teorema di fluttuazione dissipazione

Se abbiamo due operatori B e A, possiamo studiare la fluttuazioni tra i due
operatori:

(B(HA(t))

Poiché siamo in presenza di operatori che potrebbero non commutare, per aver
ben definita la fluttuazione si simmetrizza ’operazione:
1
Fpa(t—t') = 5 (Bt)A(t") + A(t")B(t))

Possiamo fare la trasformata di Fourier di questo oggetto, potremo dimo-
strare che questo & proporzionale alla x”. Quindi assorbimento & connesso alla
fluttuazione.

Usiamo la rappresentazione di Lenmann per dimostrare questo teorema (H
¢ 'hamiltoniana gran canonica, include il potenziale chimico e il numero di
particelle).

11 ) . ) .
Fpa(t—1t)= A {e_BH [el%tBeﬂ%tA + Ael%tBeﬂ%t} }

Ignorando per ora la funzione di partizione:

Fpa(t) x= Z <m|e*BE""ei%tBe*i%t|n> <n|A|m>+Z (mlePEm Aln) (n|Bm) e

m,n m,n
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Nel secondo termine possiamo scambiare n con m

FBA( Z anAnme Emr st ( —BEm + 67ﬁEn)

m,n

Calcoliamone la trasformata di Fouireir

Bpa(w) = / dte ! Py a (1)

1 E, —E,
q)BA(w) = ﬁ Z anAnm (e_BEm + e_ﬁE") 270 (OJ + h)
mn

Cambiamo gli indici per poterla confrontare con la trasformata di Fourier della
XBa(W)

Pra(w) = % > BumAmn (¢77F 7P 2ms ( En_hEm>

La rappresentazione spettrale della x4 (w) 'abbiamo gia calcolata:
¢~BEn _ o—BEm

—(Ep — Ep) +i0%

XBA = % Z BnmAmn

Adesso aggiustiamo la ® per farle combaciare:
Do (w Z Bum A (e7PEn 4 e7PEn) § (hw — (B — Ep)) b

Calcoliamo y 4 p(—w), avendo scambiato gli operatori lasciamo gli stessi elementi
di matrice ma dobbiamo cambiare anche gli indici

¢~ BEm _ o—BEn

BnmAmn
Xap(= Z “hw — (En — Ey) + 0+
o—BEn _ g—BEm
= % BnmAmn
Xas(= Z w— (B — Ey) — 0+

Al solito quando abbiamo:

1 P .
hw — (By — Ep) +10t — hw — (Ey — En) —in§(hw — (B — Ey))

Per isolare la § dobbiamo fare la differenza tra xpa(w) e xap(—w) in questo
modo rimane solo la § ( se A e B sono uguali allora questo coincide con prendere
la parte immaginaria):

xBA(W) — xaB(w) = 1 ZBnmAmn (eiﬁE" - eBE’") 2136 (hw — (B, — Ey))

Xpale) = AL XA 25 (9 — ) § s = (B~ Fr)



I due termini sono quasi uguali; Adesso siccome c’e¢ la delta abbiamo una
condizione:
hw=FE,, —E,

Da cui
e*ﬁEn + e*BEm — e*BEm [1 + 6*ﬁhw}

¢~FBn _ o=BBm — ¢=0Bm [] _ o=Bhe]

7T - w - m
Ppa(w) =iy (14 e 71> " Bum Amne 776 (hw — (Em — Ey))

Na(w) = 2 [1= €] 37 Bun Ayune™ 4506 (heo = (B — En))
Da cui " W) . 8
XBA w w
XpAlW) _ 2 o P
Ppa(w) R a5

Questo ¢ il teorema di fluttuazione e dissipazione.

1 hw
XEalw) = 7 tanh %(I)BA(w)

Questa ha anche un limite classico. Basta che prendiamo i — 0
Bw
Xpa(w) = 7‘1’BA(W)

8.3.1 Risposta sulle funzioni di Mazubara

XBAW) == T — (B — Ey) + 107

nm

[e_BEn _ e_BE7n:|

Possiamo sempre calcolarci la funzione di Mazubara al posto della funzione di
risposta. Se lo facciamo con la funzione di Mazzubara al posto di hw otteniamo
le frequenze di Mazubara:

hw — ikpwy,

Questo dimostra che effettivamente la funzione di risposta e la continuazione
analitica della funzione di Mazubara. La funzione di Mazubara ¢ quindi un modo
per calcolare la funzione di risposta. Il vantaggio della funzione di Mazubara &
la facilita della teoria perturbativa (pero c’e da fare le continuazioni analitiche).

8.3.2 Esercizio semplice - Oscillatore armonico forzato
Partiamo da un oscillatore armonico smorzato, in presenza di una forza esterna:
mi + vi + mwix = f(t)

Possiamo applicare la teoria della risposta lineare a questo sistema. Que-
sto non e strettamente un sistema hamiltoniana, la nostra perturbazione ¢ un
potenziale:

v=—xaf
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Quindi la funzione di risposta puo essere riscritta come:

#(t) = / Xaalt — ) (') = 2(w) = Xau (@)

Il termine di frizione € un termine fenomenologico che rende il sistema non
hamiltoniano, tuttavia possiamo sempre calcolare questo oggetto. La soluzione
di questo oggetto si risolve in trasformata di Fourier:

—w?ma(w) — iywr(w) + mwiz(w) = f(w)

z(w) [m(w?) - wz) - i'yw] = f(w)

_ fw)
w) = m(wd — w?) — iyw
1
Xez (W) = m(wg — w?) — iyw

Questa e la funzione di risposta che abbiamo calcolato. Cerchiamo i poli di
questa funzione:
mw? + iyw — mwi = 0

1
w=— (—i’y +4/—2+ 4m2w§>
2m

Abbiamo un oscillatore debolmente smorzato per:
2mwg > 7y

In questo caso le soluzioni si trovano:

1 .
Wi =5 (1/4m2w3—72—w)
_ 1 2,2 _ A2 s
w2—2m —\/4Amiwg — = — 1y

Tuw  Onllobon, L
dholas™

Maﬁ.l@.}'@
R w, 79"-
' — —»
- -
Gs
? bt

Figura 8.1: Poli della x nel caso 2mwgy > 7.

Si puo ripetere lo stesso calcolo nel caso fortemente smorzato:

¥ > 2mwy
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w1 - (\/72—4m2w2—7)
2m

wo = ! (\/724m2w2’y)
2m

I poli sono sull’asse immaginario entrambi due numeri negativi.

Ton

T‘”a.

Figura 8.2: Poli nel caso fortemente smorzato.

Adesso vediamo la parte reale e la parte immaginaria di questa funzione:

By (e —w?)
Xzw = m2(w8 _ w2)2 + 72w2
Yw
%wa =

m?(wg — w?)? + 12w?
Prendiamo la parte reale nel limite v — 0:

1
m(wg — w?) —i0+

Ry =

1 1 1
Ry = — — -
wog —w—130t w—wy+1i0t ) 2muwg
L’assorbimento avviene solo per w = wy. Lo stesso grafico puo essere fatto
nel caso 7 finito.
Usando il teorema di fluttuazione e dissipazione:

1

X 1 Bhw n—o 1
Z = —tanh — —5 ~
R 5w
Da cui le fluttuazioni sono:
@ X//
— 1 Bw

dw 1 X', KT [ X' (w)

Poiché la x” si annulla in zero questo integrale non ha poli, quindi I'integrale &
uguale alla parte principale:
kT

kT [ dwy" (w
KT [ dox"(w) _ kyTx' (0) = —=
™ w mwg
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T

Figura 8.3: Grafico della x di risposta nel caso v — 0. La parte immaginaria
ha due funzioni 6.

Figura 8.4: Schema della x di risposta nel caso di v finito. La parte immaginaria
¢ una figura lorentziana.
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Abbiamo usato il teorema che lega X’ e x”. La fluttuazione ¢ :
® = (x(t)x(0))
Il termine che abbiamo calcolato & a tempi identici:

(@) = 22

mws
1, 1

- — kT
2k:(x> 2kb

Abbiamo riottenuto il teorema di equipartizione dell’energia. Se quell’equazione
rappresenta un qualche sistema fisico ad una qualche temperatura, segue che
quel sistema fisico rispetta questo teorema di equipartizione dell’energia. Il
teorema di fluttuazione e dissipazione collega ’equazione con ’energia.

8.4 Risposta al campo elettromagnetico

Il campo elettromagnetico si introduce con un potenziale scalare e un potenziale
vettore. Spesso questi sono introdotti con un potenziale quadridimensionale.
I campi fisici sono dati dalle relazioni:

. 1 -
E=-"0,A-V¢
C

B=VxA

C’¢ un invarianza di gauge. In trasformata di Fourier si ottiene:

E—=i2A—ikp
C
B=ikx A

L’accoppiamento con la materia si fa con la sostituzione lineare:
- , €2
p—p—-A
c

Dove e ¢ negativa (carica dell’elettrone). In seconda quantizzazione L’energia
cinetica diventa:

e

# o [arot ) (= S4) vl +e [ drotut (ue)

La nostra perturbazione dobbiamo prendere il termine lineare ad A e a ¢. Il
termine lineare in ¢ ¢ proprio il secondo termine dell’hamiltoninana:

1l e N7
o) = gt [ dri A e [ drorut rui)

mc
Il termine in A avrebbe due termini: PA e AP poiché P nel primo agisce su
A abbiamo integrato per parti e si ottiene esattamente 'operatore che abbiamo
gia chiamato J:

1

T 2m

j(r) (Vo) — it VY]
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Possiamo scegliere una Gauge in cui ¢ = 0 L’unica perturbazione che rimane &
il termine con I’hamiltoniana. Dobbiamo calcolare la corrente fisica J(r). La
corrente fisica ¢ data da:

62
T(r) = e{j(r) = —Alr, ) (V7 ¢)

Il termine aggiunto ¢ dato dal contributo diamagnetico:

. 1 1 e
¢g=—p— — (p—fA)
m m c
Ecco da dove viene quel secondo termine nella formula della corrente fisica. Una
volta che abbiamo scritto questa cosa ci accorgiamo che esiste questo termine.

J(r) = e (i(), = —Alr,t)p

Dobbiamo prendere la perturbazione del primo termine (l'altro ¢ gia li-
neare in A). Questa & una funzione di risposta in cui studiamo j messa una
perturbazione che & j

e

2
A(r,t)p

2
Jo(r,t) = % /dt’/dr'xja(r),jﬁ(w)(t —t'r—r")Ag(r',t) -

L’integrale aggiuntivo € dovuto al fatto che la nostra perturbazione c’¢ su tanti
diversi r, quindi & come se avessimo tante perturbazioni tutti a r fissato, poiché
la teoria & lineare posso sommare tutti i risultati con un integrale aggiuntivo.

Xa,ﬁ(t - tla r—= 7"/) = Za(t - t/) <[.]04(T7 t),jﬁ(’/‘/, t/)]>

In questa scrittura abbiamo assunto il sistema invariante per traslazione.

m

2
Jalr,t) = %/dt’/dr’ [t = 7= 1) = 6 =)ot — ) 25,5 A5 1)

In questo passaggio abbiamo raccolto tutto sotto I'integrale (anche il termine
diamagnetico) per cui sono apparse le delte. Trasformiamo secondo fourieri:

Kap (Tw)

- e?

. P .
Jalk.w) = < [Xas(@w) = Lo 5] As(@.w)

Ja(q,w) = Kap(q,w)Ap(q,w)

Questa e la relazione che lega la J alla A. Nella gauge ¢ = 0 il campo elettrico
abbiamo scritto che vale:

E=-Y1 i=-LE
c iw
Da cui otteniamo:
e
Ja _: - o _: *6a ]E
(@ w) = -~ |Xas(@w) = a5 | Ep(w)

ap(q,w)
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Da cui abbiamo ricavato 1’espressione della conducibilita, come risposta al primo
ordine:

. 2 L p
Tas(@.10) = 7 [ehiag (@) = £, 5]

La parte assorbitiva ¢ determinata da x”. Poiché la relazione tra x e o
¢’® una ¢ di mezzo, la x” ¢ o’. La parte reale di o determina l’assorbimento.

[’assorbimento puo essere ricavato come:

2
W~ S AAcE? = JE
C

Che ¢ la relazione di Joule dell’assorbimento. La conducibilita e in generale un
tensore, che si puo dividere in un tensore longitudinale e un tensore trasverso.
1l vettore A(q, w) puo essere longitudinle, ossia una componente diretta lungo

i
A(q,w) = 4q- A+A,
——
Ap
F=-loi
C

Se prendiamo un Ap indipendente dal tempo abbiamo preso un campo magne-
tico nullo. e campo elettrico nullo.

Un A longitudinale e indipendente dal tempo deve avere risposta nulla. Que-
sto oggetto si deve annullare ad w = 0. Questa & connesso da una regola di
invarianza di gauge.

La del tensore puo essere quindi suddivisa nel seguente modo

qaq qaq
OaB = O, ZZﬂ + <5aﬁ — 225) or

Il termine

_ daqs
="
Quindi proietta un vettore sulla componente longitudinale, ovviamente 1’altro &
il proiettore trasverso.

Pr =q®q

op(w=0,g#0)=0

Perché w=0— E =0e o, — B =0. Per trovare la parte longitudinale di un
tensore si fa semplicemente:

4*x*"¢°
SO
af3 q
La Gauge
¢=0

Consente di studiare sia il campo elettrico che il campo magnetico usando solo
il potenziale vettore.
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Si puo riscrivere questo attraverso il campo elettrico e quindi ricavare la condu-

cibilita:
02

. n
OaB = E onﬂ(q7w) - E(saﬁ}

Nel sistema non interagente il termine con x vale a zero e questa si riconduce
alla conducibilita di Drude

€2TL T

Farae(@=0) =2 T

Per 7 — 0.

8.4.1 Perturbazioni nel quadrispazio

In realta quando introduciamo la perturbazione, possiamo prendere anche altre
Gauge, e potremmo studiare anche la densita oltre che la corrente. Infatti
denstia e corrente sono grandezze accoppiate dall’equazione di continuita:

Per lavorare con entrambe queste quantita usiamo i quadrivettore:
Ju = (ep j)

A, = (cgp /Y)
Se prendiamo I’hamiltoniana in cui si perturba con i potenziali, possiamo
riscrivere in notazione quandridimensionale la nostra perturbazione:

v(t) = —E/drjuA“

j“’ = (Cﬁ7 .;)
Il prodotto scalare quadridimensionale & fatto come da norma usando la metrica
di Minkosky. Il primo termine ha segno negativo e diventa:

u(t) = g/drw+(r)w(7‘)c<p

Questo e esattamente la formula per ’accoppiamento scalare.
La risposta puo essere scritta in generale come

Jup =K, A”
Abbiamo messo la risposta sui quattro oggettini. La risposta e densita-corrente,

quindi la risposta in sola densita ¢ Kyg.

62

Ko = < {i008) + ([, 1), 30(0,0)]) = Z8(6)0(r = 1")8,(1 = b0) |

Il termine diamagnetico esiste solo nella componente in corrente, questo & otte-
nuto aggiungendo il fattore (1 — d,0).
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Ci si accorge che le correlazioni densita e corrente hanno una certa dipndenza.
Le funzioni di risposta devono soddisfare un identia connesse all'invarianza di
Gauge e alla continuita della corrente:

ep+VJ=0

In termini di trasformata di Fourier diventa:

=

—wep+q¢-J=0
Una volta introdotto i vettori quadridimensionali possiamo intenderla come:
qguJ" =0

Cioe il vettore J,, ha quadridivergenza nulla. Se introduciamo una perturbazione
che mi crea una deviazione rispetto all’equilibrio della quadricorrente, possiamo
imporre che la perturbazione soddisfi I’equazione di continuita:

0" K, A =0

Questa deve essere vera qualunque sia il potenziale vettore (a prescindere dal-
la perturbazione). Questo implica che la funzione di risposta deve soddisfare
I’equazione:

q#K;w((D =0

Anche la Gauge invarianza impone delle condizioni su K:
A— A+ VA cp = cp — O A
Nello spazio quadridimensionale questo equivale a dire:
A, =A, +igA

Questa trasformazione non cambia ne campo elettrico ne campo magnetico
(trasformazione di gauge).

JM = KMVAV = KMV (AV + ZqVA)

La risposta fisica deve rimanere invariata. Il termine che abbiamo aggiunto deve
quindi essere nullo:
K,¢" =0

Riassumendo le due condizioni abbiamo:
K¢ =0 K,q¢"=0

Sono due condizioni simmetriche. Se il K,,,, non soddisfa queste condizioni ¢’ un
problema, che puo essere pio o meno grave. Questo ci dira che il comportamento
delle funzioni di risposta corrente-corrente € collegata alle funzioni di risposta
densita-densita.

Immaginiamo di studiare la densita di un sistema. In condizioni standard
la densita evolve secondo ’equazione di diffusione. Se mettiamo un campo elet-
trico sempre le particelle facciamo muovere, pero questi due fenomeni non sono
completamente differenti. Deve esserci una relazione tra coefficiente di diffusio-
ne e conducibilita. I fenomeni sono abbastanza collegati, sempre movimento di
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particelle stiamo osservando. Il fatto che ci siano relazioni tra corrente-corrente
e densita-densita e un risultato abbastanza aspettato.
Si puo patire da:
q#KMO =0

Moltiplichiamola per go:
q0q" Ko =0

—q5 Koo + q0giKio =0

Dove con i si indicano gli indici latini (e abbiamo esplicitato i segni degli apici).
Riscriviamo laltra relazione per indiici latini:

Kiuqy =0
¢iKivg" =0
q:Ki;q; — qiKioqo = 0
Possiamo sommare queste relazioni:
—go Koo + ¢iKijq; =0
4 Kijq; = w’ Koo

Il termine a destra possiamo riscriverlo facilmente perché assomiglia al proiettore

longitudinale:
qz a;q

qzj Kij = KL(§,w) = w” Koo (7, w)

Se andiamo a riscrivere questi due termini come le risposte densita-densita

e corrente-corrente:

62w

UL(qa w) = ti XPP((LW)
Una volta che abbiamo la funzione di risposta densita densita abbiamo automa-
ticamente anche la oy,.
Immaginiamo di prendere un sistema che diffonde, con approssimazioni ra-
gionevoli la funzione di risposta densita-densita si puo dimostare che vale:

_on_ng
Xer = 50 D@ — iw

La funzione di risposta presenta un polo diffusivo. Questo non deve sorporendere
perché se scriviamo un equaizone di diffusione:

dip = DV?p

Mi da esattamente quel tipo di andamento in trasformata di fouireir. Quindi
il polo che abbiamo trovato si chiama polo diffusivo. Questa ¢ una funzione di
densita strana:

w#0 qg—0
Xpp —+ 0

Questo ci dice che la densita a ¢ — 0 & P'operatore numero

/ drp* (r(r) = N
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Che commuta con hamiltoniana, quindi la risposta dell’operatore numero & zero
(perché & una quantita conservata). Se prendiamo w = 0 la cosa non funzione
piu. Se prendiamo prima il limite per w — 0 poi prendo il limite per ¢ — 0
questo mi da un risultato finito, perché facciamo una risposta statica di una
grandezza che non varia nel tempo. Quindi i due limiti non commutano (se
facciamo prima ¢ — 0 andiamo nell’operatore N che si conserva per ogni w, il
contrario non & vero).

2w e2won Dg?

OL = 5 Xpp =

iq iq? Op Dq? — iw

A questo punto prendiamo il limite ¢ — 0:

on
o —0,w—0)=e>—D
(g ) o
Questa si chiama relazione di Einstein, che lega il coefficiente di diffusione alla
conducibilita. La o ¢ finita solo in casi diffusivi, per moti superdiffusivi (come
il balistico) ¢ infinita, o moti sottodiffusivi ¢ nulla.

8.5 Regola di somma per la conducibilita

Prendiamo la conducibilita per ¢ = 0, possiamo dimostrare che la seguente
quantita ¢ una costante:

Dove ¢’ & la parte reale della conducibilita.
Questa puo essere subito vista in un caso particolare con la formula di Drude:

e‘n T

o= — -
m 1—1itw
n T

o =e?— 55
ml+ Tw

Figura 8.5: Profilo della parte reale della conducibilita di Drude, profilo

lorentziano di larghezza %, con 7 tempo medio di scattering.
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Siccome la ¢’ ¢ una lorentziana, I’area sotto la curva non dipende da 7.
Questa relazione puo essere dimostrata in generale:

62

Wt [ij(w) = ﬁ}

ofw) = -

Esplicitiamo il polo come parte principale pitt una delta:

2.1
o = ﬂe + emd(w) [X’ - %}
*dw o X" 2 [ n / 2 27 e’n 2 1
aw 2 X L _9 en  2n
| Zel e Vo - A = oe -2+ S

Da cui abbiamo la regola di somma della conducibilita del tutto generale:

/OO U/(w)d—w =e

oo i

SIE

Chi sono n ed m? Riscriviamo questo come:

@ 2
2 / a’(w)d—w =<
0 7r m
Se prendiamo che w & infinito ci stiamo mettendo dentro anche le transizioni
interne al cut-off. Questo integrale fatto per @ — oo prendo tutte le transizioni
che coinvolgono anche i raggi X. Se prendiamo tutte le transizioni possibili il
termine di destra ¢ effettivamente scritto con n come densita di elettroni (anche
quelli di core). Se perd ci mettiamo un cut-off di banda in questo integrale,
n diventa la densita di elettroni di banda. Il valore di n dipende da range di
intregazione. Questo perché la o avra per altri w altri picchi che corrispondono
alle transizioni degli elementi piu profondi. Se integriamo su tutti m sara la
massa totale dell’elettrone, se mettiamo il cutoff m diventa la massa efficacie.
In alcuni modelli le grandezze n e m possono dipendere dalla temperatura.

8.6 Calcolo esplicito delle funzioni di risposta

Partiamo da un sistema non interagente e calcoliamo le funzioni di rispsota:

8.6.1 Funzione densita-densita
Xpp = i0(t) ([p(r,1), p(0,0)])
Nelle funzioni di Mazubara diventano:
(Tp(r,7)p(0,0))

Dove per p intendiamo la fluttuazione dal valore medio p. Calcoliamo il T’
prodotto:
(T (r, 7)e(r, 7)¢7(0,0)%(0, 0))

Applichiamo il teorema di Wick, con tutte le contrazioni. La contrazione tra
valori vicini & proprio il valor medio di p, che non dipende dal tempo, che ci da
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una componente ad w = 0, che annulliamo, perché rappresenta proprio il campo
medio (che & nullo perché sottraiamo tutto per p).

(T F ) (T ) = (p) (p) =0

L’unica contrazione che rimane ¢e:

<T'(/}+(T’ T)wa)v O)> <Tw(r7 T)7 ¢+ (07 0)> = _g(r7 T)Q(—T, _T)

In figurina questa é:

Cé\ (\,"e\
'z

=t Cac_hﬁc)

Figura 8.6: Schema della funzione di risposta della densita. Siccome in ogni
punto abbiamo una linea che entra e una che esce. (Diagramma di Feynman a
due interazioni)

Questo oggetto & piu facile da calcolare nello spazio di Fourier:

/drefiqr/dTei“’"TG(r, 7)G(—r,—T)

Prendiamo la G(r, 7) la scriviamo come:

1 . ) -
G(r,t)=T— e EnTe*r Gk e,
rn=Tp X% (%, ex)

iem — &g

I segni degli esponenziali sono gli opposti della trasformata. Poi facciamo
I'integrale in dr ci da una regola di somma con k, k' dove gli indici primati
rappresentano la somma sulla funzione di green di ritorno.

1 ’ il T _—ik'rar
G(=r,—7) =T ; ;6 " G(K' en)

Da cui integrando il prodotto Da cui il diagramma diventa usando i momnenti:

Adesso possiamo direttamente scrivere il risultato dell’integrale:

1 1 1
— T
V zk: ; i€n + iWn — kpq 1€n — &k
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Figura 8.7: Diagramma di Feynman del processo.

Scriviamolo sottoforma di fratti semplici:

1 1 1
= - - - = -
4 ; ; |:Z€n +iwn = &ptrg  GEn — &k | —iwn + Eprg — Ek
Sommiamo sulle frequenze sfruttando la regola solita in cui vengono fuori le
funzioni di fermi (le frequenze sono fermioniche):

1 1
v § (€)= &) =

Abbiamo un segno - che avevamo lasciato dietro e un fattore di molteplicita di

spin 2:
1

—iwn + Ekrq — &k

- Z (&k+q) — f(&n)]

A questo punto facciamo la continuazione analitica della funzione di Mazubara
per trovare la funzione di risposta:

0N 2 f(k+q) — f(&k)
pr(%w)__V - w+i0+z(§k+q_§k)

Questa funzione di risposta soddisfa alcune proprieta interessanti, ci possia-
mo calcolare cosa succede se prendiamo w # 0 e ¢ — 0, in questo caso viene zero,
perché otteniamo una quantita conservata. Se invece facciamo l’altro limite:

_ A Z f(@intq) — f(&k)

Ektq — Sk
Per piccoli g questa ¢ :
2
— 2 I'(&)
k

A temperatura molto bassa questa diventa —d:

3;6@) — N(er)
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Otteniamo al densita degli stati all’energia di fermi.

Xon(a 0,0 = 0) = Ner) = 5
Questo potevamo arrivarci, perché una perturbazione in densita corrisponde
a una variazione del potenziale chimico, quindi in questo limite la funzione di
risposta ci sta dicendo come variano gli stati al variare del potenziale chimico. In
questo limite w = 0 p non dipende dal tempo e vediamo il limite per fluttuazioni
spaziali che tendono a zero.

8.6.2 Funzione di risposta della corrente

Abbiamo calcolato la funzione di risposta del sistema libero XS , in modo anali-
tico.

T (™ (r, 7)o (r, )7 (0,0)1(0,0))

Che abbiamo calcolato con la tecnica dei diagrammi di Feynman
1 Z f(Ervq — fleR)
w+ 0% — (§ptq — k)

Se volessimo calcolare direttamente questo diagramma dovremo scrivere diret-
tamente 'operatore densita nello spazio di Fourier:

1 iar 1
ﬁ /dre Tt (r)y(r) = Pq = ﬁ zk:azakﬂ

<qup—q>

In un vertice abbiamo una linea che esce con apy4 € una linea che entra di
vettore d’onda ¢. La stessa cosa puo essere fatta con 'operatore di corrente:

Jq = fz a;:g k+4

Se siamo su un reticolo la velocita non € piu k£ + ¢ ma
L Oep
Uy = ——
ok

Questo diventa:
K
TZ ak qak+qz az,+qak,_,>
k/

Lo sviluppo con le contrazionio di questo termine ci da quello in Figura 8.8

1 k k‘g ke k‘g 1 1
Vzk: mezen+zwn fH%isn—fk,%

1

1 kok 1 1
T T i - .
Ve f=om? o ien tiwn = &gy e — &g | —iwn + &pqg — Epg
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Figura 8.8:

Z k k[g (Ehve) — f(Ek-2)

- iw— &g + &1

1 3 kakp  f(&kvs) = f(E—2)

Xof =3/ m? w+i0t — &g + &g

62

n
70 = 5 o = b

62 n
ap(p=0,w#0) = —-—das—

kkﬁ

Xog(w=0,g > 0) = VZ

Integrando in &
k2

3mN()

2

Dove k% = k2 + ki + k2 quindi se voglio mettere il k di fermi devo divedere per
3.

f n
N
3m2 (er) =

Da cui otteniamo il limite:
0ap(w=0,g—0)=0

Infatti abbiamo messo un campo costane in frequenza (statico), non c’¢ il campo
magnetico (¢ = 0) e quindi la conducibilita & pari a zero. Si pud dimostrare che
anche a g # 0 se w = 0 allora ¢ = 0. Questo perché mettere w = 0 e campo
longitudinale, w = 0 ci da assenza di campo elettrico, campo longitudinale ci da
assenza di campo magnetico e quindi o = 0.

0o _ z f(£k+q) - f(gk)
Xop = ; w4 10" — (§ptq — &)

v
Per questa espressione prendiamo lo sviluppo per piccoli ¢:

I (k) (Ekpqg — &)
Xop = Vzw+zo+—gz+q &)
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Per piccoli g vale che:
Ehrq =S =Tk -

72 —0(&k)Uk - ¢
w+ 10t — U - vecq

2 / —0(&k)Uk - G
4.7T w~+ 0T — ¥ - vecq

dQ) Uy - q
0
— N(e -
Xonp = N f)/ AT w +i0F — Oy -
Spesso al grafico associato a questo processo e chiamato grafico di polarizzazione

e si indica con una II.
Mettiamo ¢ lungo ’asse z:

1
dcost vrqcosf
0 4
- N
Xovp (gf)/,l 2 w+1i0* —wvygcosd

Questo integrale I’abbiamo gia visto nei suoni. Una volta che abbiamo il termine
107" lo sappiamo fare sia quando s > 1e s <1

§ = —
”qu

Per s > 1 'abbiamo gia visto questo integrale:

Se il denominatore si annulla (per s < 1) abbiamo una parte immaginaria in
questa risultato.

7[--~—i775(w —vfqcosb)

Questa parte immaginaria corrisponde alla regione in cui c’erano le eccita-
zioni buca-particella, e quindi compare un termine assorbitivo.

8.7 Screening elettromagnetico
Se abbiamo l'interazione coulombiana, che & del tipo:

47re?

V= 7
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Figura 8.9: Schema dei diagrammi pil singolari, perché mettiamo fattori 1/q non
integrati.

Se proviamo ad usare la teoria perturbativa delle forze a lungo raggio abbiamo
dei problemi. Dobbiamo parlare dell’effetto di screening.

Ci sono tutta una serie di diagrammi singolari, tuttavia possiamo vedere di
studiarne i segni. Ciascun diagramma si somma con gli altri:

Riconoscendo che mettendo in evidenza il primo pezzo riotteniamo esatta-
mente lo stesso sviluppo:

- V(g)
Verr(g,w) = T,OJ)V((])

Mentre V' diverge, Vcsr converge. Questo corrisponde al termine di screening.
Calcoliamolo nel limite statico:

4me?

Vers(4,0) -
1\ = e
‘ L+ Xpp(q,w =0) 4(12‘2

4me?
2

Vers(q,0) = Hiw
o g2

2

4re

V. 0)= ——=
7£(4,0) s
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Il nostro potenziale non & pitt singolare, e la singolaritd & schermato da k2
(momento di screening). Se trasformiamo questo secondo Fouirer deventa:

Ossia abbiamo una decadenza esponenziale, il suo inverso e la lunghezza di
screening. Questo si chiama screeningdi Thomas-Fermi. Siamo passati da un
interazione a lungo raggio ad un interazione a corto raggio. Abbiamo un ecci-
tazione che emette una coppia buca particella che polarizza il sistema, e questa
polarizzazione scherma linterazione. Il denominatore in V.;¢ lo chiamiamo
costante dielettrica:

|4 4re?
Veff = ; e=1 + H(q,w)V(q) =1 + qTXPP(qvw)

Mettiamo una carica esterna, la carica esterna crea una carica indotta:

0p = dpext + OPindotta

La densita indotta possiamo introdurla usando la teoria di risposta lineare

indotta:
dp
6pindotta = KOO(P Veff = ?

Da cui si ricava il campo efficacie. Se mettiamo un potenziale dell’hamiltoniana

¢ 4o
Top
op = —Xpp¥P = _XPPQT

4dmép
0p = Opex — pr?

Oper A4
=152
L+ Xpp a

11 potenziale che vediamo ¢ quello creato da dp

Spdme? 0pes  Ame?
Vi(r) = 2 = 0 dr .2
q L4+ Xpp gz 4

Da cui abbiamo ricavato in questo modo alternativo il campo efficacie. La carica
elettrica di un isolante e la costante dielettrica del mezzo. In questo caso siamo
dentro i metalli, quindi lo screaning diventa totale, si passa da un potenziale a
lungo range ad un potenziale a corto range.

Vediamo se riusciamo a legare la € con la o

€2w

Z.(TQXOO = UL(% w)

Otteniamo:

14
e=1 —i—z’—l WUL(q,w)
w

155



Usando la condicubilita di Drude:

om T n
oc=e"— — = —
m 1 —iwT wm
2
4me’n Wy
e=1-— 3 =1- -
mw w
Dove la frequenza di plasma e:
9 4mn
W, = ——
m
Il campo elettrico e
eE=D

Abbiamo preso un limite per cui siamo abbastanza ad alta energia wr > 1 la
conducibilita diverge. Se ¢ = 0 abbiamo un E finito anche in assenza di D,
questa € un onda di plasma, ossia il modo proprio del sistema, c’e¢ un onda che
risuona anche se abbiamo un D = 0. Questa onda di plasma possiamo averla
solo per w = w, (¢ =0)

8.8 Funzioni di risposta interagenti

Non esiste una teoria perturbativa per le funzioni di risposta in se stessa, ma la
teoria perturbativa puo essere fatta per le funzioni di Mazubara, e poi sappiamo
passare dalle funzioni di mazubara alle funzioni di risposta. Questo calcolo si
riduce a calcolare un T' prodotto:

Xpp = <qu (T)p_q(0)>

Dove la media ¢ intesa media termica. In teoria perturbativa i due operatori
evolvono alla heisemberg, e possiamo riscriverla attraverso la matrice o.

(T (B,0)pq(T)p—4(0))..

1
- LS
Pa= v . Wo—g Mht+g

La scrittura dell’operatore € sempre di questo tipo che coinvolge due operatori,
uno di creazione e uno di distruzione. In teoria perturbativa questo ¢ sempre
rappresentato dai diagrammi a bolla. Possiamo raffinare la teoria usando le
varie correzioni. Possiamo sostituire alle stesse linee con la approssimazione di
Hartree-Fock per ottenere un approssimzione migliore. Possiamo andare oltre

8.8.1 Approssimazione RPA

Random Phase Approximation, questa ¢ una particolare approssimazione che
soddisfa 'invarianza di Gauge.

Il potenziale coulombiano era stato approssimato come:

Possiamo raccogliere la risommagzione, in modo da risommare la bolla den-
sita-densita:
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Figura 8.10: Dobbiamo trovare i quello che succede tra le due linee dei diagram-
mi, mentre conosciamo quello che succede sostituendo ciascuna linea le relative
approssimazioni di Hartree-Fock.

N Zhman k(O
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Da cui abbiamo che la risommazione di bolle ci da:
0
_ Xop
L+ V(g)x5,(q,w)

AB
Xop

Se guardiamo questa approssimazione abbiamo un risoltato molto buono per la
forza coulombiana. Se andiamo a studiare aspetti quando ci sia un modo pro-
prio del sistema la nostra funzione di risposta debba divergere. Se esaminiamo
quando il denominatore si annulla:

1+ U(q)xp,(q;w) = =0

Questo ci da proprio la stessa equazione del modo di plasma (il suono zero).
Questa equazione giustifica quando abbiamo trovato il modo di plasma nella
teoria di Landau per i suoni. Vediamo se questa equazione da esattamente il
suono zero (dobbiamo usare il potenziale a corto raggio). L’espressione di F{§ ¢
sostituita da:

Fy = N(E)V(g=0)

Questo non ci piace tanto, perché 'approssimazione di campo medio ci dava:

Fy = N(zj) (V(O) SV k’))

Questa approssimazione sembra che trascuri il secondo pezzo della F{j rispetto
alla teoria di Landau in approssimazione Hartree-Fock. C’¢ qualcosa che manca.
Rispestto all’altro diagramma

L’interazione mancante ¢ dovuto al fatto che non abbiamo risommato gli
scambi di particelle (gli elettroni sono identici). Dobbiamo pensare I'interazio-
ne considerando anche gli scambi. Prendendo solo i diagrammi di scambio li
possiamo risommare in questo modo:

Dobbiamo sommare sia i diagrammi a scala che i diagrammi a bolla. Imma-
giniamo di sostituire I'interazione con un quadratino, otteniamo la stessa figura.
Questi sono i due tipi di interazione che descrivono uno lo scattering a piccoli
q e uno lo scattering a grandi g. Se mettiamo ntrambi gli schemi otteniamo
I’approssimazione RPA. Dobbiamo sommare con l'interazione che una volta &
un interazione a piccoli ¢ e una volta a grandi q.

Naturalmente a seconda di quello che mettiamo ai vertici cambia il tipo
di quantita calcolata. Se mettiamo ai vertici 1, otteniamo 'operatore densita,
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Figura 8.11: Diagramma responsabile del termine in comune.

Figura 8.12: Sembra che nei nostri conti abbiamo trascurato questo diagramma.

]Dl Pg +9

Figura 8.13: Diagramma mancante rovesciato.
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Figura 8.14: Diagramma a scala (ladder), risommazione dei diagrammi per scambi,
questo rappresenta le particelle che scambiano interazione. Se V(g) non dipendensse
da ¢ le due risommazioni (a bolla e a scala) darebbe esattamente la stessa cosa).

Figura 8.15: Schema di tutti i diagrammi in RPA, la somma sui diagrammi a bolla
€ molto semplice perché & data dal prodotto di diagrammi a bolla II. La risomma-
zione dei diagrammi a scala & piu complicata perché l'interazione si porta a presso
un momento p; — p2. Quindi la somma & piu complicata perché non possiamo fare la
somma, separatamente, su p; e p2 perché c’¢ un termine che li mescola. Per andare
ancora meglio sostituiamo a ciascuna linea la linea di hartree-fock che mi somma tutti
i singoli possibili diagrammi di hartree-fock su quella linea.
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se mettiamo il vettore d’onda diviso 2m otteniamo la corrente. Ovviamente
possiamo mettere ai due vertici ciascun operatore ottenendo la risposta densita-
densita, densita-corrente, corrente-densita, corrente-corrente.

In questa approssimazione mancano un sacco di cose (Figura 8.16)

TR

O~

Figura 8.16: Esempio di diagramma mancante. Tutte le interazioni incrociate sono
non considerate dalla RPA, un po’ come hartree-fock.

Possiamo provare a calcolare la funzione di risposta usando la RPA. Questo
risultato analitico & otenuto approssimando al valor medio di V(p1 — p2) nei
diagrammi a scala (altrimenti non si fa analiticamente).

XRPA _ Xgp(q,w)
o 1+ [V(g) — 5V (p1 — p2)] X9,(q,w)

Con questo il suono zero ¢ effettivamente ben descritto. Questa approssi-
mazione ci riproduce bene questo conto. La teoria di Landau & una RPA in cui
pero le funzioni di Green sono effettivamente le funzioni F'. I parametri non
sono i parametri approssimati, la velcoita non ¢ la velocita di hartree-fock, ma
sono i parametri fenomenologici veri, e 'interazione € la vera interazione tra le
particelle.

Nel modello di Habard quello che otteniamo e che:

0
Xpp
1+ YN(e)

Xg)abard(w — O,q N 0) —

Questa grandezza ¢ stabile se %N () > —1, e questa & proprio la F§. Potremo

calcolare la stessa cosa per la susciettivita di spin:

Xo(g,w=0) = 572

1= 3N(ey)
Se studiamo il ferromagnetismo ci aspettiamo che dove nasce il ferromagnetismo
la susciettivita di spin deve divergere, questa ¢ la stessa condizione che otteniamo
nell’approssimazione di campo medio usando le funzioni di Green. Se andiamo
a studiare questo oggetto per



La funzione di risposta diverge per ¢ = Q nella susciettivita di spin per anti-
ferromagnetismo. Questo significa che stiamo facendo una transizione delle due
fasi ed e naturale che la funzione di risposta diverga, perché le fluttuazioni sono
enormi nel cambio di fase.

8.9 Teoria di Baye-McCatanof(?)

Questa teoria ci permette, data una self-energia, di calcolare la funzione di
risposta del sistema.

Supponiamo che la nostra self-energia sia proprio la self-energia di Hartree.
Possiamo sostituire al secondo vertice del grafico nudo e associandovi un vertice
incasinato: Immaginiamo di pensare di prendere la funzione di Green chiusa:

=

Proviamo a fare la derivata rispetto al potenziale chimico della funzione di
Green:
1 9, 1 1
Wy — €k + U Wy — €k + Wy — L + 1

Questo e come spezzare la linea di Green in un punto. La bolla nuda possiamo
potenzalo come la funzione di green derivata rispetto al potenziale chimico.
Infatti la derivata della densita (la linea di Green) rispetto al potenziale chimico
¢ proprio la funzione di risposta del sistema non interagente (la bolla nuda).
Dobbiamo fare 'insersione di una derivata, e la derivata mi si porta via un
momento ¢. (le due linee possono avere ¢ diversi). Quello che facciamo & un
insersione di vertici. Possiamo rifarlo su hartree fock:

N s r
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Figura 8.17: Riscrivendo le tre insersioni. Le prime due corrispondono a sostituire i
rami nudi con la correzione di Hartree self-consistente.

Se andiamo ad aggiungere tutti i diagrammi self-consistenti otteniamo una
somma a bolle di cui ogni linea & la somma di tutti i possibili diagrammi di
Hartree su quella linea. Possiamo aggiungere a questo ragionamento anche i
diagrammi di Fock.

Ci accorgiamo che aggiungendo sia i diagramma di Hartree-Fock questo gio-
chetto delle insersioni mi ricostruisce tutti i diagrammi RPA. Ovviamente si
potrebbe andare avanti, prendendo anche gli altri diagrammi. Questo permette,
a partire da una self-energia (un set di diagrammi iterati su una linea) ricavare
una nuova serie di diagrammi da sommare.

8.10 Funzione di risposta spin-spin
Scriviamo 'operatore di spin:

1

5 (¥ n(r) = wifvu(n)

Questo e l'operatore di spin S,. Questo termine ¢ molto facile, e puo essere
scritto come:

1 z
51/1:5%51/%
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Figura 8.18: Schema delle insersioni sui diagrammi di Fock al primo ordine.
Siccome anche in questo caso ciascuna linea puo essere presa self-consistenza.
L’ultimo diagramma & porprio un diagramma a scala. Quindi dalle correzioni
di Fock vengono fuori i diagrammi a scala.

G
A

LD

Figura 8.19: Questa self-energia va oltre 'approssimazione RPA, e prevede di
calcolare anche quest’altra forma.
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Dove abbiamo sott’inteso la somma su indici ripetuti (e abbiamo preso la com-
ponente lungo z). Per scrivere 'operatore di spin:

1 ,
s = JULohss

Dove le 9 sono spinori, e d’ora in avanti saranno sott’intese le componenti

spinorali, e i prodotti sono da intendersi come prodotti tra matrici e vettori.
Se siamo nella fase isotropica, senza rottura di simmetria, ci aspettiamo che

la susciettivita di spin € uguale su tutti gli spin, e non dipende da ¢. Il problema

N

€
1
s° = 5¢:02a¢a

Il vertice del diagramma ha:

4
R

F&(+¢)

!

v
: O
63&1)

Figura 8.20: Schema dei due vertici.

Il primo vertice che ha 11 si connette solo con il vertice in cui gli spin sono
uguali:

Figura 8.21: Diagramma per sistemi non interagenti.

Se andiamo a metterci 'interazione dobbiamo ricordarci che 'interazione c’e
solo tra spin opposti. I diagramma a scala non ci sono per questo motoivo:
A seconda delle linee finali cambia un segno. Per spin s,-s, € ancora piu

complicato:
« (0 1
(1)
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4
$ 1
A D DS
T & T

Quindi i diagrammi sono:

Nel momento i cui aggiungiamo l'interazione abbiamo soltanto diagrammi
ladder, perché 'interazione avviene solo tra spin opposti, che sono tra i due rami
della bolla. La cosa ancor piil carina & quando facciamo sT e s~

(Tsts™)
Questa ¢ una mescolanza fra s, e s,. Ma questo ¢ facilissimo:
0 1
+
Usando questi diagrammi la serie & molto facile da scrivere
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Figura 8.22: Somma del diagramma s*s~, composto solo dai ladder.
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Questa somma la possiamo scrivere di botto. Perché questa & identica della
densita densita a bolle. Perché le interazioni non trasmettono impulso per cui
questi diagrammi sono esattamente come se fossero bolle. Rispetto alla denstia
densita cambia solo una cosa: i diagrammi a bolle hanno un loop in piu quindi
cambia per un segno

Quindi otteniamo lo stesso risultato della densita, con un segno meno:

X00
1 - Y00

E abbiamo ottenuto esattamente quello che ci aspettavamo. Ovviamente si puo
fare anche con le s, sfruttando delle regole per quel segno.
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Capitolo 9

Esercizi

9.1 Susciettivita di spin nel modello di habard
Prendiamo il modello di habard

H= Zekazga;w +U Z MMy
% i

Vogliamo calcolare la susciettivita di spin s_(q) e s4+(¢) in funzione di w in
approssimazione RPA.

Xs—st

9.1.1 Soluzione
Scriviamo gli operatori:
1
S (q) = —= al.ap
(q) \/‘7 Xk: k1 k+q l

Invece di calcolare la funzione di risposta calcoliamo il T' prodotto. Usiamo il
grafico di Feynamn.

ktq 4 kg L‘-I—l-q
/\E:,}+ @ (330
4

Calcoliamo il primo diagramma a bolla.

1 0 0
VTZ G (k +q,¢én +Wm)G (kagn)

k.en
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La somma su k si porta la normalizzazione del volume, la somma sulle frequenze
si porta la normalizzazione della temperatura.

Poiché la U non dipende da k il secondo diagramma ¢ il primo messo in
evidenza.

1
7Zz€n+zwm ien — &k

Ek+q 1€n
Sviluppiamo in fratti semplci:

T Z 1 1 1
V= lien tiwn —&hiq 180 — k] —iwn + kg — &k

Facciamo la somma otteniamo la bolla di polarizzazione'

F(Ertq) = f(Ek)
H Q7ZW7Z - V Z 7an + §k+q gk-

Raccogliendo nello sviluppo del diagramma la bolla otteniamo
HRPA _ HO _ HOUHRPA

MRPA — _ 17
1+1I0U
In tutto la nostra funzione di rispsosta ha un segno meno che appare quando
si scrive il T prodotto con le contrazioni delle funzioni di green. Quindi da
questo viene il segno negativo.
Facciamo la continuazione analitica della bolla di polarizzazione

0, _ l f(§k+q) — f (&)
II (q, an) TV ; —w, — 101 +€k+q — &k

Da cui possiamo scrivere la funzione di risposta

0
rpa_ U

X 1+ 110U

Questa possiamo studiarla, ad esempio a ¢ = 0, vediamo di studiare questa
risposta nel caso:

1=Q=( )
Questa e l'istabilita antiferromagnetica. Che condizioni abbiamo sul denomina-
tore perché si abbia una transizione di fase (divergenza della ). Prendiamo la
condizione p = 0 (banda semipiena)

er+q = —2t(coskya + coskya) = —¢y,

Ribaltando le bande possiamo riscriverlo come:

+ 9]
M°(q,w +i0T) Zw+20++2§k

1In realtad qui non c’¢ la molteplicita di spin perché lo spin & fissato dall’interazione.
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La condizione di istabilita ad w =0 ¢

U
1 h 2=
+ Zk: TG tanh fracB& 0

Questa ¢ la condizione di istabilita antiferromagnetica. Da sotto studiavamo la
soluzione antiferromagnetica e ci veniva questa condizione come quella per cui
cessava di esistere, in questo caso siamo nel sistema non antiferromagnetico e
studiamo la divergenza della susciettivita.

9.2 Modello di Ising

Se prendiamo un modello in cui non c’¢ dinamica, tipo il modello di Ising
=) oio]
(i5)

Solo accoppiamento fra primi vicini, il segno meno tende a favorire spin uguali.
Questo modello non ha dinamica. E un modello in cui la variabile non ha
dinamica, lui di per se non si muove. Abbiamo un modello in cui tutti gli
operatori non dipendono dal tempo. In questo modello la funzione di risposta
¢ statica, perché non abbiamo dinamica.

Se B non ha dinamica, se facciamo la trasformata di Fouirer otteniamo:

B=B  Bw)=2miw)B
a(t)=a a(w) =21d(w)a
La definizione di funzione di risposta nello spazio di Fourier é:
Bw) = xpa(w)a(w)
27 Bé(w) = xpa(w)a2md(w)
B, = xBa(0)a

Scriviamo il teorema di fluttuazione e dissipazione perché xpga(0) = x5 4(0):

1 X// (w’)dw’
/ _ - BA
Xpalw) = 1 f Xoal)
1 X// (w’)dw’
! 0) = = BA
N

La x” puo essere calcolata col teorema di dissipazione e fluttuazione.

_ Bw

Xpalw) = 5 Ppa(W)

Calcoliamo la fluttuazione:

B(t) = (BA)  Bpa(w) = (BA) 276(w)

X'(0) = . 7[ 18 (BA) 276(w")dw’

T w' 2
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X'(0) = B(BA)
Da cui abbiamo ricavato:
(B), =B (BA)a
Questo corrisponde al caso classico in cui non c¢’¢ dinamica.

—BH+h;o;

1 1
(o) = Etraje ~ EtraiajhieﬁH

In realta bisogna togliere il valore medio (rimangono le fluttuaizoni) perché h
presente anche nel denomninatore. In questo modello la fluttuazione controlla
la risposta, perché non abbiamo dinamica.

9.3 Funzione di Lindard
Calcolare la funzione di risposta di Lindard, definita in questo modo:

_ — _E f(§k+q) - f(gk)
ee Ve w+i0" = (§haq — k)

Sviluppata per piccoli q.
9.3.1 soluzione
J' (k) (k- §) Q/dﬂ/ U - q
— ——— = = — [ — [dN(E)I()—————
Xop = Vzw—vk qg+i0t V| 4rx EN(E) (§)w+i0+—z7’k~cf

ds) Uy - G
_ =N - £
XPP (€f)/ 47_(_ w +ZO+ _ ﬁkf i CT

Risololviamo questo integrale.

1

dcosf cos 0 w
— =N -
Xop (Ef)/;1 2  s—cosf+i0t § quy

Prendiamo la IT’

1
dr = s s—1
II'=N — =N 1-2
(Ef)][_1287x (Ef)[ 2ns+1H
Py 1_|_1 ) 1+s
v Zsln
N(ey) 2" T s

Questo vale per ogni s perché 'integrale ¢ stato fatto con la parte principale.
Questo oggetto diverge per s = 1
Calcoliamo ora IT":

il 7/ de @
N(eg)  J_1 2 s—x+i0t

HI/
N(ey

= = 0(s + 1)f(+1—3)
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Figura 9.1: Schema di IT'.
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