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Capitolo 1

Cenni di meccanica
relativistica

La Meccanica quantistica relativistica (MQR) e una parte della fisi-
ca che concilia le due grandi teorie fisiche sviluppate nel corso del
novecento.

Questa unificazione ha portato alla scoperta di un gran numero
di nuovi fenomeni, non prevedibili dalla fisica classica, tutti rigorosa-
mente confermati sperimentalmente (come ad esempio la produzione di
coppie).

Il punto di partenza di questa teoria e nell’interpretazione quanti-
stica delle equazioni di Maxwell, sostituendo alle espressioni dei campi
e potenziali classiche i rispettivi osservabili quantistici.

La relativita ristretta studia la connessione tra sistemi di riferimenti
tra loro inerziali.

Definizione 1.0.1 (Sistema di riferimento inerziale) Un sistema
di riferimento si definisce inerziale quando in quel sistema di riferi-
mento e valido il principio di inerzia.

La definizione puo sembrare tautologica, in realta non lo e
poiché definisce una classe di sistemi di riferimento riconoscibili da una
proprieta in Comuneﬂ

Introduciamo ora la geometria necessaria per descrivere il passaggio
tra sistemi di riferimento tra loro inerziale.

LQuella che valga il principio di inerzia e la seconda legge della dinamica.



1.1 Algebra lineare

Gli eventi fisici nello spazio-tempo sono descritti da enti geometrici
chiamati vettor:

Definizione 1.1.1 (Vettore) Si definisce vettore [’elemento di uno
spazio vettoriale dove sono definite ['operazione di somma e di prodotto
per uno scalare, tali che siano U7 e Uy generici elementi dello spazio,
anche v3 cost definito e elemento dello stesso spazio:

v3 = U7 + CoUs ci, co € C

Per rappresentare geometricamente i vettori possiamo introdurre una
base del sistema, una base e caratterizzata dal massimo numero di vet-
tori linearmente indipendenti che lo spazio puo avere. Siano €7 ---€, i
vettori della mia base 1’equazione

n
Z pi€; = 0
i—1

Ha come unica soluzione p; = 0 Vi. n e la dimensione dello spazio
vettoriale.

Qualunque vettore puo essere scritto come combinazione lineare dei
vettori di base:

7= v'é, (1.1)
pn=1

Questo segue dalla definizione di base, infatti se per assurdo questo
non fosse possibile, potremmo aggiungere v alla base ottenendo ancora
un sistema di n+1 vettori linearmente indipendenti (mentre n & definito
come il massimo numero di vettori linearmente indipendenti dello spazio
vettoriale in questione).

Nel corso di questi appunti adotteremo la convensione di Einstein,
in cui possiamo omettere la sommatoria nell’equazione [1.1| ogni volta
che troviamo due indici uguali, uno sopra e uno sotto.

v = v'e, (1.2)

La scrittura di ¢ in termini di componenti v* si dice controvariante



Definizione 1.1.2 (Controvariante) La scrittura in componenti con-
trovariantt di un vettore v é data dai coefficienti che moltiplicano 1 vet-
tori di base nella combinazione lineare che determina v, e st indicano
con un apice alto.

La scrittura di v in termini di coordinate controvarianti dipende
dalla particolare base in cui ci troviamo. In particolare data una base
nuova ez e possibile scrivere la relazione che lega i vettori di base vecchi
dai nuovi dall’espressione:

&, =M\e] (1.3)
Dove abbiamo usato la notazione di Einstein. Nell’espressione i
vecchi vettori di base sono espressi come combinazioni lineari dei vet-
tori della nuova base, i coefficienti sono gli elementi della matrice di
cambiamento di base AJ. Questa matrice deve essere invertibile (in-
fatti deve essere possibile esprimere i nuovi vettori di base in termini
di combinazione lineare dei vecchi). Condizione necessaria e sufficiente
affinché questo si verifichi e che la matrice sia non singolare, ossia che:

det A #£ 0

Come si scrivono le componenti controvarianti di ¥ nella nuova base?
Semplice:
v ="e, = v'A

v
v

Da cui segue che
v = v'AY, (1.4)

Anche le coordinate controvarianti si trasformano usando la matrice A.
Notiamo pero che mentre A descrive il passaggio da coordinate nuove
a coordinate vecchie per i vettori di base, fa il passaggio inverso per le
componenti controvarianti.

Possiamo definire un prodotto scalare all’interno del nostro spazio.

(v,w) € C

Il prodotto scalare deve avere la proprieta di essere una forma bilineare,
ossia lineare su entrambi gli argomenti, e hermitiano.

(0, W) = (0, )"



(61 + 1727117) — (Ul,'lﬁ) + (?7271[;)
Data questa seconda proprieta possiamo ridefinire le componenti di un
vettore facendone il prodotto scalare con i vettori della base.

Definizione 1.1.3 (Componenti covarianti) Si definiscono compo-
nenti covarianti di un vettore v le proteziont di U sui vettori di base:

U = (7, 6;)
Sfruttando I'equazione ((1.2]) & possibile legare coordinate covarianti e
controvarianti:
v, = (Ve €,) =" (€,,€,) (1.5)
Il prodotto scalare tra i vettori di base ¢ una matrice a due indici, che
indichiamo con g,,, e prende il nome di tensore metrico.

Definizione 1.1.4 (Tensore) Un tensore é un ente algebrico che nel
cambiare sistema di riferimento si trasforma usando le matrici A di
cambiamento di base.

La definizione di Tensore ¢ un’estensione del concetto di vet-
tore a oggetti matematici con piu 1nd1(:1. Verifichiamo che effettivamente
g sia un tensore. Cambiamo base (|1.3)

Guv = (T @) = (Al MU ) = NS Mg,

Quindi effettivamente il g,, si trasforma con le matrici A.

Il principio di covarianza generale in Fisica afferma che tutte le
leggi fisiche devono essere invarianti al cambiare di sistema di riferimen-
to. Questo implica che si deve poterle scrivere in forma tensoriale. In
questo modo quando si cambia sistema di riferimento, tutti i termini
dell’equazione si trasformano allo stesso modo, lasciando invariata la
forma algebrica della legge. L’equazione ci dice anche come si passa
dalla rappresentazione covariante di un vettore a quella controvariante:

v
v, = 07guy

Basta contrarre I'indice controvariante con uno dei due indici del tensore
metrico. Da questa espressione e facile ottenere come si trasforma il
vettore covariante (dall’equazione |1.4]):

v, =0"g, = A" v'VAO‘AMgaﬁ Aﬂvag’aﬁ



v, = Aﬂyvlﬁ
Come si puo notare indici controvarianti e covarianti si trasformano con
le matrici inverse.

Nel caso della metrica euclidea il tensore metrico e semplicemente
la matrice identita, questo perché i vettori della base sono ortonormali,
e non vi e alcuna differenza tra notazione covariante e controvariante,
infatti in quel caso:

v, = 5ZUV

Nel caso della metrica di Minkovsky, che e quella che interessa a noi,

il tensore metrico si rappresenta in questo modo:

1 0 0 0
o =1 0 o0
9710 0 -1 0
00 0 —1

Da cui il passaggio tra vettori covarianti e controvarianti e il seguente:

w0 = g vt = —y;

Coni=1,2,3
Con l'impiego del tensore metrico ¢ possibile esplicitare la forma
di un prodotto scalare tra due vettori nelle coordinate covarianti e
controvarianti:
(7,0) = (v*eq, v7€3) = v*0 g s
Sfruttando il tensore metrico per abbassare gli indici:

(U, W) = v gap = vy = vavﬂgo‘ﬁ

L’ultima espressione puo essere ricavata definendo il tensore metrico
con gli indici in alto come l'inverso del tensore metrico, infatti:

N7

Poiché la relazione ¢ invertibile esiste una matrice g”*, inversa di g, ,,
che soddisfa la proprieta:
gyuv’u — Y

Ed e in grado di alzare I'indice di un vettore.



1.2 Trasformazioni di Lorentz

Nella relativita ristretta le trasformazioni di Lorentz sono rappresentate
da una matrice, sono trasformazioni tra sistemi di riferimento inerziali,
e pertanto sono invertibili. Le trasformazioni di Lorentz sono le uniche
che lasciano invariata la distanza tra gli eventi nello spaziotempo.

Dati due eventi z, e x} si definisce la loro distanza As? come la
norma quadra del vettore differenza:

Ar = T, — T As? = gaBAxO‘Aajﬁ = Ax Z Ax

In geometria euclidea ’analogo delle trasformazioni di Lorentz e da-
to dal gruppo delle rotazioni e ribaltamenti nello spazio. L’applicazione
di questo tipo di trasformazioni lascia invariata la distanza tra due pun-
ti nello spazio euclideo. In relativita ristretta, la presenza dei -1 nella
parte spaziale della metrica genera una serie di fenomeni fisici interes-
santi. Le matrici di Lorentz A devono conservare invariata la forma del
As?

Se vogliamo l'invarianza in forma dobbiamo imporre che il tensore
metrico trasformato deve essere uguale in espressione algebrica al tenso-
re metrico di partenza. Per i tensori doppi esistono trasformazioni che
al cambio di sistema di riferimento lasciano invariata la sua espressione
algebrica (non e vero ovviamente per i vettori)

As® = g;ﬂAx'an’ﬁ
Con ¢, 5= 9ap
Se la metrica fosse euclidea la condizione di trasformazione sarebbe:

Sy = NS,

Questa condizione ¢ soddisfatta dalle matrici ortogonali.
Nello spazio di Minkowsky qualunque matrice soddisfa questa ugua-
glianza e una trasformazione di Lorentz. Casi particolari delle trasfor-



mazioni di Lorentz sono quelle dirette lungo un asse della base:

(7 T—ut

1-32

/

/

N 8
I
ol

_ ct—px

ot/ = F—L=

Le trasformazioni di Lorentz formano un gruppo, cioé se combinate
una di seguito all’altra esiste sempre un’unica trasformazione in grado di
compiere lo stesso cambiamento di riferimento. Esiste la matrice iden-
tica (che lascia invariato il sistema di riferimento) ed esiste la matrice
inversa per ogni trasformazione di Lorentz.

I1 modulo del determinate di queste matrici deve essere pari a 1 (un
po’ come il gruppo delle rotazioni).

Questa ultima affermazione ¢ semplice da dimostrare:

Jap = Noguw N = ATgA

La prima matrice A e trasposta perché e il prodotto tra l'indice in
alto di A e il primo indice di g (righe per righe), per renderlo righe
per colonne occorre trasporre A, per il secondo prodotto invece non c’e
problema poiché e la contrazione tra il primo indice di A e il secondo di
g (righe per colonne). Ricordando che il determinante della trasposta
¢ pari al determinante della matrice originale, e che il determinante di
un prodotto righe per colonne e pari al prodotto dei determinanti si
ottiene:

det g = (det A)*det g
(det A)* =1

Il determinante delle matrici di Lorentz deve avere modulo 1 (quindi
sono invertibili). Non tutte le matrici che hanno determinante £1 sono
matrici di Lorentz, questa ¢ condizione necessaria ma non sufficiente.

Ricaviamo ora una condizione che deve avere il primo termine delle
matrici A:

3
goo =1 goo = A%Aﬁogaﬁ = (AOO)2 - Z (Aio)2
i—1



(A00)2 — 14+ ; (Az'o)Q

A < —1 oppure A, > 1

A non pud mai essere compreso tra -1 e 1, per qualunque trasfor-
mazione di Lorentz. Un esempio di trasformazione che da determinante
pari a -1 & l'inversione di assi (trasformazione di parita), si passa a un
sistema di assi a simmetria differente (levogiro o destrogiro).

/

=z
Yy =—y
7 =—z
=t

Possiamo definire un sottogruppo del gruppo di Lorentz in modo da
escludere le inversioni di paritaf]

det A =+1e Ay >1

Questo sotto gruppo e detto gruppo di Lorentz proprio.

Questo gruppo e molto importante, perché in natura il principio di
covarianza generale di Einstein ¢ valido solo sotto trasformazioni per
gruppo di Lorentz Proprio. Esistono interazioni che violano l'invarian-
za sotto parita, e sotto time-revers. Il gruppo di Lorentz Proprio e
I’'unico che rende coovariante il sistema. Nel gruppo di Lorentz proprio,
ogni trasformazione finita puo essere costruita componendo un numero
infinito di trasformazioni infinitesime (questo non e vero per tutto il
gruppo di Lorentz completo, dove & presente anche la parita).

1.2.1 Cono di luce

Il cono di luce di un evento € un ipersuperficie nello spazio-tempo
definita dall’equazione:

(27 — 29)? — Z (z' — IZ)Q =0

1=1

2Si escludono anche le trasformazione di Time-Reversing, ossia in cui si ribalta il tempo.



Questo cono di luce separa lo spazio tempo in diverse regioni. Abbiamo
una regione esterna dal cono di luce, che si chiama il presente assoluto
di dell’evento A, la regione interna al cono luce (a tempi positivi) si
chiama futuro assoluto di A, infine la regione situata a tempi negativi
dentro il cono di luce ¢ il passato assoluto di A.

La caratterizzazione delle regioni e indipendente dal sistema di rife-
rimento che consideriamo, in altre parole, un evento B che fa parte del
presente assoluto di A, lo sara in tutti i sistemi di riferimento.

Infatti la norma della distanza tra due eventi e esprimibile in for-
ma covariante, ad esempio siano A e B due eventi che soddisfano la
condizione:

() — ) (& — ) g < 0

a

Le coordinate spaziali dominano su quella temporale, quindi A € nel
presente assoluto di B (o viceversa). Questi due eventi sono collegati
da un vettore di tipo spazio. Per avere una informazione dal presente
assoluto devo potermi muovere a velocita maggiore della luce, infatti per
connettere due eventi che sono di tipo spazio devo viaggiare a velocita
maggiori della luce.

Siccome esiste sempre una trasformazione di Lorentz in grado di in-
vertirmi la seguenza temporale di due eventi di tipo spazio, due eventi
di questo tipo non possono scambiarsi informazioni, altrimenti viole-
rebbero il principio di causalita. Questo e il motivo per cui non si puo
superare la velocita della luce.

Quando due eventi sono a distanza di tipo spazio il loro ordinamen-
to temporale non e lo stesso in tutti i sistemi di riferimento. Questo,
in meccanica quantistica, crea un piccolo problema. Quando si fa una
misura, il sistema collassa su un autostato. Il collasso avviene istan-
taneamente. Questo sembrerebbe violare il principio di causalita della
relativita ristretta. Tuttavia vedremo in seguito che non si puo uti-
lizzare il collasso per inviare segnali e scambire informazioni a velocita
superluminare, quindi non c¢’e una vera e propria violazione del principio
di causalita.

1.2.2 Quadrivettori

Costruiamo una teoria della meccanica relativisticamente invariante.
Descriviamo la cinematica di un punto materiale. La velocita, vettore



tridimensionale, non e un vettore che si trasforma tensorialmente nel-
la metrica di Minkowsky e non ¢ quindi adatta ad essere usata nelle
formule relativisticamente covarianti.

Poiché la posizione e un vettore nello spazio di Minkowsky, lo e
anche la distanza infinitesima tra due posizioni:

da'" = A da”

Non possiamo dividere per dt, perché dt non e un invariante, per defi-
nire una quadrivelocita occorre un oggetto che sia invariante, perché in
questo modo la quadrivelocita si trasformebbe come un vettore usan-
do le matrici di Lorentz. Usiamo quindi l'intervallo spazio temporale,
diviso per la velocita della luce (per avere un oggetto che sia un tempo).

I
ut = ccili ds = /dxidz,
S

La dinamica relativisticamente covariante deve quindi essere scritta in
funzione di questa quadrivelocita, che si trasforma regolarmente se-
guendo le trasformazioni di Lorentz. Analizziamo la parte spaziale e
temporale di questo oggetto:

0o cdzx! B cdax! B c
L V@@ N %
wnfi- () 1~ ()
0 C

U = —
’U2

V- &

Analogamente 'espressione spaziale e legata alla velocita classica:

cdx’ cv’

v?2 v?2
dxV -5 -5

Come si puo notare nel limite classico (¢ — o) Le componenti spaziali
della quadrivelocita tendono alla velocita classica.
Mostriamo che la norma di questo quadrivettore ¢ sempre fissata:

2

2 2 _u

w,, .0 ioi_ € v 51 _
uu, = wug — u'u' = — = =c

11— 1-p 1—52

2




Inoltre la derivata di questo quadrivettore (che e sempre di tipo tempo,
poiché la norma ¢ sempre positiva) e ortogonale alla quadrivelocita.
Per dimostrarlo deriviamo la norma della quadrivelocita, che essendo
costante da come risultato zero:

d

ds (u"uy,) =0

dut dut
dut el

ds ds

Alziamo ambo gli indici:

Definiamo con questo un altro quadrivettore, il quadrimpulso:
P = mut

Per essere un quadrivettore m deve essere un invariante relativistico.
m ¢ la massa dell’oggetto che vogliamo descrivere, che pertanto non
dipende dal particolare sistema di riferimento. E spesso anche chiamata
massa a riposo, tuttavia m e la massa reale della particella. Talvolta
si dice che a velocita prossime a ¢ la massa di un oggetto aumenti.
Questo e sbagliato, la massa di ogni oggetto rimane sempre la stessa, a
cambiare ¢ la quadrivelocita, che all’aumentare di v tende a far crescere
drasticamente le sue componenti, aumentando di conseguenza anche il
quadrimpulso della particella molto piu rapidamente di quanto previsto
dalla teoria della meccanica classica.

In analogia con la legge della dinamica Newtoniana, definiamo anche
qui che 'applicazione di una quadriforza sul nostro punto materiale ne

modifica la quantita di moto, seguendo la legge covariante:
dpt

c— = F* 1.6

P (1.6)

Questa equazione e I’analogo relativistico di F' = %, dove pero le gran-

dezze sono espresse in forma tensoriale, per cui vale in ogni sistema di

riferimento.



Andiamo a vedere quali sono le componenti della quadriforza.

dz’ = 1u%ds ds = /1 — B2cdt

Riscriviamo la parte spaziale dell’equazione, per imporre il limite New-
toniano: ‘
(]

dp

V- Pdt
CZ —Fi  Fi=\1_pF

Abbiamo trovato la relazione che lega la forza Newtoniana con la com-
ponente spaziale del quadrivettore.

Abbiamo gia dimostrato che u e la sua derivata sono ortogonali,
poiché F* ¢ proporzionale alla derivata di u*, anche F'* ¢ ortogonale
alla quadrivelocita:

Fi

i

WEFy+u'F, =0 WFy = —u'F, = u'F"
cFO B v F? B 6-ﬁN
VIi—p2 J1-p 1-p
1 Fy @
e /I- 2
Mentre quindi le componenti spaziali descrivono la legge di Newton della
dinamica relativistica, vediamo come appare la componente temporale:

FO

dp’ 1 E, -7
c

1
J1-—pzdt

Ji-P°

d mc? =

— | — | =F, v

dt \ \/1 — B2
Questa equazione ha a destra un termine che rappresenta una potenza.
La potenza in meccanica classica regola la variazione di energia cineti-

ca, quindi il limite classico sembra suggerirci che al membro di sinistra
si trovi la variazione di energia cinetica. Definiamo T' [’energia cinetica



di un corpo come c volte la zeresima componente del suo quadrimpul-
so. Vediamo se corrisponde alla nota formula dell’energia per il limite

Newtoniano.

7n02

T=—

A7

’ 2 L oo 2, 1 o
= mc 1+§B = mc +§mv

i T ==
Y

Che e proprio I'espressione dell’energia cinetica classica, a meno di una
costante mc?. 1l significato di questa costante non ¢ diretto, in quanto
classicamente 1’energia ¢ sempre definita a meno di una costante. Per
ora rappresenta solo una costante arbitraria, priva di significato. Vedre-
mo tuttavia che applicando il formalismo della meccanica quantistica
questa formula acquisisce un senso preciso, in quanto questa energia
potra essere trasformata in alcuni casi in energia cinetica.

Il formalismo della quadriforza trova applicazioni interessanti nella
descrizione della forza di Lorentz, che riporenderemo piu avanti negli
appunti.

1.2.3 Particelle prive di massa

In fisica classica non puo esistere una particella priva di massa, in questo
caso infatti la forza agente su questa particella non puo essere mai
diversa da zero:

—

F=mad=0

Nel limite relativistico invece se si considerano particelle di massa nulla
I’espressione non perde piu di significato:

/ mc
1-32
MUy

Pt = maut pr= | V1I#

vy,
\1-52
mu,
i
Poiché il termine sotto radice va a zero per |v| — ¢, 'espressione

dell’impulso ha una forma indeterminata (e potenzialmente non nulla)
sem=0cv=c




Per cui in relativita se esistono particelle che hanno la caratteristi-
ca di avere massa nulla, queste devono muoversi a velocita c. Queste
particelle possono trasportare sia impulso che energia. In particolare
I’energia sara pari a:

3
PP =N (P 4+ mP
i=1
E? 2 2 2
? - ‘ﬂ + m-c
Nel caso di particelle a massa nulla si ha che:

E = |

Questa relazione tra energia e impulso predetta dalla teoria relativistica
e consistente con quanto si puo misurare per un onda elettromagnetica
attraverso il vettore di Poynting.



Capitolo 2

Equazione di
Klein-Gordon

In questo capitolo iniziamo ad introdurre una meccanica quantistica
scritta in forma covariante. Partiamo dall’equazione di Schrodinger:
dg

Per una particella non relativistica I’hamiltoniana del sistema risulta
essere:

P?
H=—
2m
Sostituendo 'espressione quantistica di P si ottiene:
P = —ihV
Do h?
h— = —— V>
ot om " ¥

Usiamo ora l'espressione dell’hamiltoniana relativistica. L’energia
totale si esprime:
E = v/ m?2ct 4 P2
Proviamo ad usare questa espressione come Hamiltoniana del sistema,
e vediamo se e corretta.

0
z’ha—f = vm?ct + P3¢

Questa ¢ una brutta schifezza. Il problema non si pone per la particel-
la libera se guardo la soluzione nella base dell’'impulso, ma se dovessi



aggiungere un potenziale che dipende dalla posizione della particella,
questa operazione non e piu banale:

i aa—f = [\/m264+P2+V(X)} ©

Si puo pero provare a quadrare questa operazione: Applico ad ambi i
membri 'operatore

o
28280 oA 9 of% 2 4 2
—hﬁzx/mc +chaz(mc +P)g0
— 0} p = (m*c" + P?) ¢ (2.2)

Questa equazione presenta dei problemi. Avendo quadrato 1’equazione,
sono state introdotte soluzioni ad energia negativa:

E>md® = E*’>m?’c = E < —mc® o E > mdc*

Se fossimo in meccanica classica non sarebbe un problema, poiché 1’e-
nergia di un sistema deve variare con continuita, se un sistema ha ener-
gia positiva, continuera sempre ad avere energia positiva. Tuttavia in
meccanica quantistica questo non e vero, e ad un sistema e permesso
compiere dei salti discreti di energia. Le soluzioni dell’equazione
possono quindi compiere dei salti, sotto opportune condizioni, come
I’assorbimento di un fotone, da stati ad energia negativa a stati ad
energia positiva (e vice versa).

Questa equazione differenziale (2.2)) ¢ I'equazione di Klein-Gordon.
Questa equazione soddisfa il principio di covarianza della relativita
ristretta. Useremo le unita naturali sharazzandoci sia di A che di c.

h=[E-t]=1

Quindi nel mio nuovo sistema di riferimento le energie possono essere
misurate come degli inversi dei tempi.

- [

Posso esprimere i tempi come delle lunghezze (quanto tempo impiega
la luce a compiere la lunghezza L) e quindi le energie si esprimono in



Figura 2.1: In meccanica quantistica una funzione d’onda puo compiere
salti discreti di energia, arrivando ad avere energie negative.

inversi di lunghezze (in genere cm™!). Poiché se ¢ = 1 ¢’¢ I'uguaianza
completa per energia e massa, anche le masse si misurano in cm™1.
Portandoci nella base delle posizioni e esplicitando il significato di P in

questa base possiamo riscrivere la in modo pit compatto:

2
(8——V2+m2><,0:0

dx0?
Definendo 'operatore dalambertiano in questo modo:

0? 9
0=0,0'=— -V
: ol
L’equazione di Klein-Gordon puo essere riscritta nel seguente modo
compatto:

(O+m?*)p =0 (2.3)

Le soluzioni dell’equazione di Schroedinger non relativistiche non
possono mai essere puramente reali, invece nell’equazione di Klein-
Jioni . Jioni.
Gordon anche le funzioni reali possono essere soluzioni

2.1 Covarianza dell’equazione

Abbiamo un osservatore O che misura in un sistema di coordinate z una
funzione d’onda ¢(z), e un osservatore O’ che osserva la stessa funzione



d’onda. Gli stessi eventi dello spaziotempo saranno parametrizate da
un set di coordinate z’. Tra x e 2/, che parametrizzano lo stesso evento,
si puo passare attraverso la trasformazione di Lorentz.

Poiché la grandezza fisica descritta e la stessa deve valere I'uguaian-
za:

p(z) = ¢'(a)
Ovviamente la funzione ¢’ sara diversa dalla funzione . Evolviamo
entrambe le funzioni con ’equazione di Klein-Gordon:

{ (O, + mHe(z) =0
(O +m2)g (&) = 0

Prendiamo la prima equazione e imponiamo ¢(x) = ¢'(z'):
Ca'(a') +m*e'(a') = 0
0 0¢'(a')
ng !/ / — . uv
¢ (z) <axu o )9
Vediamo come si trasforma la derivata:
o9’ 0¢ 0z 0y
ort  Ox" Oxr O’

La derivata si trasforma come un vettore covariante:

a_
dan N

Applicando questo alla definizione di dalambertiamo otteniamo:

Ny

v

——
0.0 (2") = "0, 0,9 (2) = go‘ﬁA“aA”ﬁ O Oy ' (2)

Vv
O,

Il dalambertiano si comporta come una quantita relativisticamente in-
variante, da cui segue che

O (") = Dap(x)

Poiché 1'altro termine dell’equazione & gia uno scalare invariante (m?),
abbiamo concluso che tutta ’equazione di Klein-Gordon ¢ effettivamen-
te covariante per trasformazioni di Lorentz.



2.2 Prodotto scalare

Come si piu interpretare il prodotto scalare in meccanica quantistica
relativistica? Il prodotto scalare permette di calcolare la probabilita
che la particella si trovi in una certa regione dello spazio, ad esempio. Il
prodotto scalare non relativistico e quello che rende unitaria I’evoluzione
temporale che segue dall’equazione di Schroedinger. E naturale definire
quindi il prodotto che devo imporre sull’equazione di Klein-Gordon in
modo che I'equazione di Klein-Gordon produca un’evoluzione unitaria
nel tempo. Prendiamo due soluzioni dell’equazione:

{ (O+m?)p1(z) =0
(O +m?*)pa(z) =0

Per scrivere un prodotto scalare idoneo prendiamo il complesso co-
niugato della seconda soluzione e moltiplichiamola per la prima equa-
zione (e vice versa). Poi prendiamo la differenza tra le due (in questo
modo eliminiamo il termine con la massa):

{ w3(x) (0 +m?)pi(z) =0
p1(2) (8 +m?)ps(z) =0

@5 ()01 () — 1 (z)Ops(z) =0

<
0, (go; o sol) o (2.4)

<
Con l'espressione ([2.4]) abbiamo definito il simbolo 0 nel seguente

modo:

<~
@y O 1 = P30t p1 — 010" 3
Ricordiamo che:
Oe = 0,0"¢

A questo punto possiamo introdurre lo scalare
.. % =
IH(x) = ipy(x) 0" pr(2)

La i serve per rendere reale la grandezza I*, definita come la diffe-
renza tra due numeri di cui uno il complesso coniugato dell’altro.



Da un punto di vista matematico la condizione che deriva dalla
condizione di Klein-Gordon (2.4) ¢ equivalente alla conservazione della
quadricorrente:

o' =0
L’equazione della conservazione della quadricorrente J infatti e:
oJ" =0

Vediamo perché questa corrisponde ad una legge di conservazione. Espli-
citiamo le componenti:

0 J'+V - J =
ap — —
L v |
ot Vv

Questa era ’equazione della conservazione della carica. Integriamo sul
volume che racchiude il sistema:

/a%v— /ﬁqu
\%

Usando il teorema della divergenza:

d

AV = — | J-hds
a ), " /Zn

dq -
Y| T hdx
dt /E "

La variazione di carica perunita di tempo e dovuta soltanto al fatto
che una parte della carica fluisce fuori dal volume.

Dove ¥ ¢ la superficie che racchiude il mio volume. Poiché questa
racchiude tutto il sistema, suppongo che la corrente totale J sia nulla
su questa superficie:

dq
dt
q = cost

=0

Se prendo due equazioni di Klein Gordon, posso ripetere lo stesso
ragionamento con la grandezza:

0,1" =0



Da cui segue che:
I° = cost

La grandezza I° sembra dunque un buon candidato per fare da pro-
dotto scalare e rendere unitaria l’evoluzione temporale delle soluzioni
dell’equazione. Definisco il prodotto scalare di Klein-Gordon in questa
maniera:

(b1, ) = i / g} 8 1 (2.5)

Siamo portati dunque a prendere questo come un buon prodotto
scalare, poiché conserva la probabilita. Proviamo ad interpretare la
probabilita di trovare la particella descritta dalla funzione d’onda ¢ in
un punto x come quella data da questo prodotto scalare. E soddisfa-
cente l'interpretazione di questa meccanica quantistica? No! Infatti il
prodotto scalare puo anche avere valori negativil Questo risulta-
to e preoccupante, poiché rende impossibile I'interpretazione di valori
negativi come probabilita. Non solo, se la mia funzione d’onda ¢ reale
pura (che puo essere sempre presa come soluzione di Klein Gordon),
questa ha norma nulla!

Esiste un altra maniera di interpretare 1’equazione di Klein-Gordon,
piu profonda.

2.3 Formalismo canonico

L’equazione di Klein-Gordon puo essere immaginata come se fosse una
equazione classica, e descriva un campo ¢ classico, come ad esempio il
campo elettromagnetico. Il campo elettromagnetico soddisfa equazioni
di questo tipo, infatti. L’equazione di Klein-Gordon potrebbe descrivere
quindi descrivere un qualche tipo di campo ad interpretazione classica.
La meccanica quantistica dice che la propagazione di un campo elet-
tromagnetico classico € un caso limite della propagazione di quanti di
un campo quantistico. Cerchiamo quindi di passare da una descrizio-
ne classica del campo ¢ ad una descrizione quantistica, che dovrebbe
insegnarci che I'energia e I'impulso trasprtati da questo oggetto (come
quelle trasportate dal campo elettromagnetico) siano quantizzati.
Supponiamo che ¢ sia dunque un campo classico di qualche tipo
(scalare), lo vogliamo descrivere con la meccanica quantistica. Per



quantizzare un sistema fisico occorre introdurre un formalismo cano-
nico, una hamiltoniana, e la relazione tra le parentesi di Poisson e i
commutatori.

Dobbiamo associare al nostro stato una coppia di variabili canoni-
che per ogni grado di liberta del nostro sistema]'] Per farlo lavoreremo
a tempo fissato, e dovremo preoccuparci della consistenza relativistica
delle nostre considerazioni. I valori del campo a tempo fissato punto
per punto nello spazio identificano il nostro sistema, per tanto abbiamo
un numero infinito non numerabile di gradi di liberta (ci servono un in-
finita continua di informazioni per poter ricostruire lo stato del sistema
descritto da un campo continuo come la p(x)).

Per ricostruire il formalismo canonico immagineremo di discretiz-
zare questo sistema. Dal punto di vista fisico questa operazione non
comporta nulla di profondo, € necessario che sia cosi, lo sperimentatore
dovra, per effettuare una misura, dovra comunque fare un operazione
di discretizzazione, dividenndo lo spazio in tante cellette, e misurando
tramite un rilevatore in ogniuna di queste cellette il campo ¢, ottenuto
come media su tutto il volume della celletta.

Trasformeremo in questo modo il sistema ad un numero infinito di
gradi di liberta non numerabile ad un infinito, ma numerabile. Poi
passeremo al limite, tornando alla meccanica quantistica di un sistema
continuo, sbarazzandoci delle cellette.

Il sistema canonico che stiamo per formulare e un prototipo sempli-
ficato di un campo elettro-magnetico (¢ un campo scalare).

Questa interpretazione dell’equazione di Klein-Gordon e quella piu
adeguata alla MQR. Infatti se la ¢ fosse una funzione d’onda, il tempo
sarebbe un parametro, mentre le x sarebbero operatori. Avremo quindi
una disparita fra la natura del tempo e quella dello spazio, in contrasto
con la teoria della relativita, in cui spazio e tempo sono omogenei. Le
x secondo la nuova interpretazione, non sono piu operatori, ma i punti
dello spazio in cui si effettua la misura. Questa descrizione non solo ha
successo, € anche molto piu adeguata a descrivere la fisica del sistema.
Mentre la meccanica quatnistica per come ’abbiamo trattata fino ad
ora distingueva spazio e tempo, adesso hanno la stessa natura.

! Un grado di liberta ¢ una quantitd che permette di identificare lo stato dinamico del sistema.



Gli operatori della nuova descrizione sono le ¢, cio¢ un operatore
per ogni punto del tempo e dello spazio.

Per introdurre il formalismo canonico dobbiamo prima di tutto in-
trodurre una lagrangiana. La lagrangiana e un oggetto definito in modo

che, se:
to

J L(q,q,t)dt =0
ty
Allora le ¢(t) soddisfano 1’equazione del moto.
Ora vogliamo descrivere la lagrangiana di un oggetto a infiniti gradi
di liberta. Identificare la lagrangiana con 1’equazione di Klein-Gordon
significa trovare un funzionale S (azion@ che sia stazionario per solu-
zioni dell’equazione di Klein-Gordon.

S = /d4x£(g0,8g0,x)

L’espressione corretta per ’azione di Klein-Gordon eé:
S == / d*z (9,0" — m*¢?) (2.6)

L’azione & una quantita relativisticamente invariante (infatti il d'x si
trasforma con lo Jacobiano del cambiamento di variabili, che corrispon-
de al determinante della matrice di Lorentz, che abbiamo dimostrato
essere pari a 1)

E facile dimostrare la (2.6)).

Supponiamo ¢ reale (il caso complesso segue direttamente da quello

reale), e applichiamo il principio variazionale a S. Dobbiamo ottenere
'equazione di Klein-Gordon ([2.3))

0S =0
1 [t oL oL
55:—/ d%[ 5o + 5(0 =0
2 ), T 3509 T 5,000 0)

Per il principio variazionale i termini d¢ e §(0,¢) si annullano agli
estremi, quando t = t; e t = t9. Sviluppiamo ora solo il secondo termine

2L’azione si misura con la stessa unita di A, ossia E -t (energia per tempo). Se S ha dimensioni
paragonabili a & la descrizione del sistema deve essere effettuata usando la Meccanica quantistica,
altrimenti I’approssimazione classica e ottima.



di questa espressione:

/ d%@(gfw)é(a“@) :/ de [a” <3(gf¢)590> % (%f@) &p]

Ricordiamo le formule di Green (estenzione a pit dimensioni dell’in-

tegrazione per parti):
/ dxo,f = / ftn,dx
1% )

Applicando questa espressione al primo termine dell’equazione prece-
dente otteniamo:

[ ey 0ne) = [ domiggsso [ aua(55) o0

L
)

attraverso una ipersuperficie che racchiude il volume su cui stlamo in-
tegrando. Poiché abbiamo detto che dp & nulla sugli estremi di integra-
zione (in questo caso l'ipersuperficie), tutto il primo termine ¢ pari a

7ero:
oL oL
d*x o0 :—/d4x8( >5
/ p)” 0¥ \o@,e) )

Risostituiamo nella formula dell’azione:

1 [t oL oL
55:—/ d*r [—5 a<—>5]:o
2 /., 00"~ "\ 9(0,0) ) 7

1 [t oL oL
55:—/ d*zs [ 8—]:()
2 ). “ T o T 7a(0,0)

Per il teorema fondamentale del calcolo variazionale, I'equazione del
moto ¢ data da:
oL oL

Il primo termine corrisponde al calcolo del flusso della funzione dp 55 70 g

-0 =0 2.7
Oy e (Oup) 27)
Se abbiamo tanti campi ¢ I’equazione puo essere scritta:
oL oL
0 =0

dp; B Ma(au%')



Se ora sostituiamo alla densita lagrangiana £ la formula (2.6) otte-
niamo:

1

L= 5 (3Mg08“90 — m2g02) (2.8)
—m*p — 9,0"p =0
(D + m2) p=20
I1 momento canonico classico ¢ definito come:
oL
pi = 5_(]’

L= /d%ﬁ = %/d?’a: (0up0" 0 — m?p?)

Nel nostro formalismo abbiamo 'equivalenza tra le ¢; e ¢(z), e tra ¢; e
Op(z). Discretizziamo quindi il nostro spazio in tante cellette di volume,
ciascuna di dimensione AV;. Definiamo le variabili canoniche come la
media spaziale del campo su questi valori:

1
5 = )dV
@ A‘/;/Avfp(x )

Analogamente ’hamiltoniana diventa:

=2
L:§;Av;-(soi> o

Siamo interessati alla sola dipendenza della lagrangiana da ¢;, che
ci serve per definire correttamente p;, quindi trascuriamo la scrittura
dell’altra parte dell’hamiltoniana (che ¢ comunque molto semplice)

Non ci stiamo preoccupando della convergenza della serie, ma non e
un problema, infatti alla fine questa discretizzazione ha quasi piu senso
fisico che non il rispettivo continuo per AV; — 0, e nessuno ci assicura
che lo spazio sia realmente continuo o discretizzato, quindi fisicamente
non ¢ importante preoccuparsi della convergenza della serie.

Adesso sono in grado di dire chi & il momento canonico coniugato.

= AVip;

"o



Ora finalmente possiedo un sistema classico, in forma canonica.

Imposteremo la meccanica quantistica nello schema di Heisenberg,
per non isolare il ruolo del tempo dal ruolo dello spazio, in questo modo
abbiamo operatori che sono funzioni sia dello spazio che del tempo, ed
e piu semplice costruire una teoria relativisticamente covariante.

Le p e ¢ si evolvono secondo le equazioni di Hamilton, e quando
la dispersione quantistica e piccola questo corrisponde all’evoluzione
classica.

Per passare dalla meccanica classica alla meccanica quantistica oc-
corre definire il legame tra parentesi di Poisson e commutatori degli
operatori quantistici.

2.4 Soluzioni dell’equazione

Abbiamo visto come la lagrangiana, dalla quale si ricava 1’equazione di
Klein-Gordon (vedi [2.3)), si puo discretizzare come:

L= / da:?’(%ﬁugb@“qﬁ —m*¢?) ~ Z Aw%(éif

infatti il termine con la massa puo essere ignorato, essendo noi inte-
ressati a derivare la lagrangiana rispetto al tempo per ottenere I'impulso
coniugatd® Derivando abbiamo:

pi = 86 = Aoy
9Jo%

Adesso siamo in grado di imporre delle regole di quantizzazione. [
campi quantizzati dovranno soddisfare le equazioni classiche, ossia oc-
correra poter risolvere I’equazione di Klein-Gordon, con i vincoli della
quantizzazione canonica.

Poiche le parentesi di Poisson sono legate ai commutatori per mezzo
di un ¢h abbiamo che:

6 (20), & ()] =0 AvAv; (o), bi(0)] = 0

3Le derivate spaziali creano funzioni di ¢ medio, ma tanto a noi interessa la dipendenza da ¢.




in analogia al caso classico in cui le parentesi di Poisson di due ¢ o di
due q punto sono nulle. A queste aggiungiamo il commutatore,

Avili(,), & (w,)] = —i(R);

la costante di plank ¢ pari a 1 per convensione. Ora se passiamo al
limite e facciamo tendere a zero il volume delle cellette, possiamo riscri-
vere i commutatori in una forma meno pesante dal punto di vista della
simbologia:

(@), o] =0 [d(x),phi(y)) =0 [6(z),6(y)] = —id(z —y)

Notiamo che in alcuni libri di testo la ¢ punto si trova come 7 (%, z°)
che rapresenta la densita canonica coniugata. Nel terzo commutatore
la presenza dell’infinito dato dalla delta di Dirac ha conseguenze molto
piu marcate rispetto alla delta di Kroneker dalla fisica classica, come
vedremo andando avanti.

Oora dobbiamo scoprire come la ¢ dipende da x, per farlo risolviamo
I’equazione di Klein-Gordon. Classicamente per una particella libera le
equazioni del moto sono:

p=0 e -
m

Integrandole otteniamo che I'impulso p una costante e che la posi-
zione dipende linearmente dal tempo:

p(t)=po e  qt) =qo+ fracpmt

Queste sono le soluzioni delle equazioni classiche di Hamilton, per
passare alla teoria quantistica e poter usare ancora queste espressioni,
p e ¢ devono diventare operatori e soddisfare la quantizzazione:

[p(t), p(t)] =0

p(). 4(D] = ~ih —> [0,y + 2] = ~ih —> [po,q,] = —ih

Questo mi da la rappresentazione di Heisemberg, in cui quindi la
dipendenza temporale € sugli operatori invece che sulle funzioni d’onda.



Ora passiamo al caso che ci interessa, ossia risolviamo ’equazione di
Klein-Gordon riordando che anche in questo caso le soluzioni saranno
operatori che devono soddisfare le regole di quantizzazione che abbiamo
gia stabilito per le ¢.

Siccome stiamo sempre considerando particelle libere la soluzione
sara un’onda piana del tipo:

¢($) _ Aefip:k _ Aefi(poxofﬁ_x') — A efipomo ez’ﬁfﬁ
Fattore di fase

Questo tentativo di soluzione e concettualmente uguale alla soluzione
dell’equazione di Schroedinger, infatti abbiamo usato il prodotto scalare
quadridimensionale nello spazio di Minkowsky. Se ora svolgiamo i conti
troviamo:

CHm?) A9 = (0,0 +m?) Ae™ 2" = ((—ip)(—ip")+m?] A" =

da cui :
_im bt
[—p? + mAe P = 0
L’esponenziale ¢ sempre non nullo per cui per cui o ¢ nulla A, ma

una funzione d’onda ovunque nulla non ha senso oppure p*> = m?. Da
quest’ultima condizione possiamo ricavare p, infatti:

P’ =P} -’

Questa equazione e un equazione agli autovalori per I’energia. Affinche
la soluzione sia soddisfatta p, deve valere:
Po = +/m? + 152
L’onda piana ¢ quindi soluzione dell’equazione di Klein-Gordon purché
la p, che compare nell’esponenziale sia questaﬂ Avendo quadrato 'e-
quazione di Schroedinger per ottenere quella di Klein-Gordon, energia
che se ne ricava puo essere sia negativa che positiva; le soluioni negative

pero non hanno senso fisico e questo ci fa capire come non possiamo
interpretare la ¢ come una autofunzione.

4 Notiamo che a meno di fattori ¢ posti uguali ad uno, questa & proprio l’energia cinetica
relativistica.



Possiamo allora scrivere la soluzione come combinazione lineare di
tutte le soluzioni (infinite essendo p una variabile continua) negative e
positive interpretando 1’energia come una frequenza:

o(x) = /pd?’(Ape_ipx + Aje — ipx)

Questa ¢ una soluzione reale; ho posto la convenzione che p, sia positivo
ed assorbito il segno nella i. Per cui con questa scrittura ho esplicitato
il doppio segno di p, che quindi adesso € semplicemente:

Po = m2+]32

H Quando le ¢ diventeranno operatori saranno gli A e A* a descrivere il
campo.

Scriviamo ora le due soluzioni ad onda piana in modo da poter capire
subito se sono a energia positiva o negativa:

fi(x) = Aye P Onda piana ad energia positiva

f5 () = Be'* Onda piana ad energia negativa (-p)

Ora vogliamo normalizzare le funzioni secondo il prodotto scalare che
abbiamo definito:

<f];—($)17 f;($)2> = iA;lApg/dmg[eipl'xaﬁe_ip?l‘] —

iA;1Ap2/dxg[(—iw2)+(iw1)]eipl'me_ipzlx] = (2m) %A% Appd® (Pr—1a) 2w -

Infatti l'integrale non una volta portati fuori i termini le costanti e
proprio la trasformata di Fourier di 1 che tende alla delta di Dirac a
meno del fattore (27) al cubo. La delta a sua volta vincola p; ad essere
uguale a ps e poiché sono vettori a norma fissa, se la delta coinvolge
solo la parte cinetica, in realta anche la parte temporale e vincolata. Se
ne conclude che il prodotto scalare tra due funzioni ad energia pari e
non nullo solo se le duefunzioni hanno lo stesso quadrimpulso.

°In questo caso la mia soluzione sard eeale. Ovviamente nel caso complesso non c’¢ nulla di
diverso, basta prendere due soluzioni reali sommarle e moltiplicare i ad una delle due e per linearita
questa sara ancora soluzione.



Ora imponiamo che il risultato trovato sia pari solo alla delta, cioe
che A = 1/4/(27m)32w e arriviamo a riscrivere la soluzione positiva come:

e ipT

+ -
Ty (x) = (2m)32w
La soluzione ad energia negativa sara identica a meno di un segno
all’esponente.

e

fﬁ_(x):m

Notiamo che le soluzioni di energia negativa hanno prodotto scalare ne-
gativo, quindi il prodotto scalare perde il suo significato di probabilita.
Siamo in condizione di riscrivere la ¢ come:

olz) = / dp*{ap £ (x) + a5 ()
Fr@) . d)=ay, e (f5(x).é)=d)

Ci chiediamo quali sono i commutatori delle a tra di loro.

[CLZN a;)] =7

Come si procede? Si calcolano a, e a;, dalle definizioni sopra, e si ri-
scrive questo commutatore sfruttando le regole di quantizzazione dei
commutatori ricavati dal formalismo caninico per le ¢.

oy =i [ d¥e0,0(a)

e svolgendo i conti si trova:
[apa CL;,] =0 [a;7 a/;] =0 [apa ] = 5(17 p)

queste tre trasformazioni rappresentano gli operatori di creazione e
annichilazione di particelle del campo.

Se prendiamo una funzione d’onda piana, la sua norma ¢ infinita.
Per ovviare a questo supponiamo che lo spazio abbia un volume finito V;
la forma migliore ¢ quella di un toro tridimensionale in cui una particella
sparisce da una parte e riappare dalla parte opposta in modo da non



imporre che la funzione d’onda sia nulla ai bordi, cosa che romperebbe
I'invarianza per traslazioni spaziali.

o(x,y,2) = ¢z +1,y, 2)

e la stessa cosa anche nelle altre due dimensioni. Imponendo que-
sta condizioni sulle funzioni d’onda, si arriva ad una discretizzazione
dell’impulso.

P = P _y ol — 1 s p 1 =927
Quindi p, = 27”71 e o = \/Lveipf”;se 1 va all’infinito la discretizzazione

scompare.

Notiamo in fine che se il volume e finito tutto quello che abbiamo
detto finora rimane vero con sommatorie al posto di intergrali e delta
di Kroneker al posto di quelle di Dirac.

2.5 Osservabile energia

Adesso che abbiamo definito chi sono (attraverso le relazioni di com-
mutazione) gli operatori, dobbiamo specificare in che spazio operano, e
chi sono gli osservabili fisici associati a questo spazio, come energia e
impulso.

3
(2m)

2
54/ 2w,

[ap’ ’ ap] =0 [a;, ’ a; ]

lay,a, ] =0(p—p)

Dobbiamo scoprire chi sono gli osservabili dell’energia, impulso. L’e-
nergia scritta come autovalore dell’equazione di Klein-Gordon non ci
soddisfa pienamente, perché come abbiamo visto puo avere valori nega-
tivi. Tuttavia possiamo sfruttare il formalismo canonico che abbiamo
introdotto per interpretare correttamente 1’equazione di Klein-Gordon
per arrivare ad un’altra espressione dell’energia, che interpreti ¢ non
come funzione d’onda ma come operatore dello spazio di Hilbert.

Il nostro sistema ¢ un sistema Lagrangiano. Una volta che abbia-
mo la lagrangiana possiamo descrivere l'energia attraverso 1’hamilto-
niana. Possiamo definire il momento canonico coniugato e costruire

0



I’hamiltoniana del sistema:

8L
T 0g

H (pi, 4:) szqz

Questa hamiltoniana ¢ conservata nel sistema se la Lagrangiana non
dipende dal tempo esplicitamente (ma solo tramite le ¢ e le ¢).

H:Z%% L=>Y AV( %) -

Che nel limite per AV; — 0 diventa

H= [ da(ela) - L

Questa e una espressione generale per 1’energia del sistema. Esplicitan-
do la forma della lagrangiana per 1’equazione di Klein-Gordon diventa

23):

_ 1
H = /d3x o 3 (D0t — m2902)

.

-~
L

Spezzando la somma su x4 in componente temporale e componenti spa-

ziali otteniamo:

o L. ;
H = /d3x ©? — 3 > +0;p0" 0 —m*p*
—(0ip)”

1 — —
H = 5 / d>x [@2 + V-V + m2g02} (2.9)

Questa equazione ([2.9) rappresenta l’energia classica del sistema. E
una grandezza che si conserva durante 1’evoluzione temporald’l Possia-
mo ottenere I’hamitoniana quantistica sostituendo 1’espressione di ¢, e

scrivendo H in funzione degli operatori quantistici a e a™.

6F dimostrato nelle prossime pagine.



In questa operazione i termini ¢? e () generano quattro differenti
termini in funzione di a e a™:

aa ata aa” ata®

Quantisticamente gli operatori a ¢ a* non commutano, quindi i due
termini centrali non possono essere sommati direttamente. Quando si
procede all’integrazione in d®z di questi quattro termini si ottiene che
la coppia aa e ata™ si annullano e sopravvivano solo i termini misti. Il
calcolo completo ¢ lasciato al lettore come esercizio (forse sara incluso in
appendice). Il risultato finale che si ottiene facendo questa sostituzione
e:

1
H:§/d3pwp (a*a+ aa™) w, = \/m? + |pl* per V — oo

QQuesta espressione e corretta quando 'hamiltoniana descrive un si-
stema di volume infinito. Nel caso di volume finito abbiamo visto che
gli impulsi sono discretizzati dalla relazione

2T

p:fn

Per cui l'integrale diventa una serie:

1
H = 5 pri (ap,ar, + aj ap,)

bi

Gli operatori (a,, € a; ) di questa espressione sono leggermente diversi
dai precedenti, perché sono operatori di volume finito (e commutano
con la delta di Kroneker, non con quella di Dirac).

+ —
[api ’ apj] o 51% Pj

Siamo in una situazione formalmente identica a quella dell’oscillato-
re armonico. Abbiamo una somma di infiniti oscillatori armonici, una
per ogni impulso permesso. Questo e risolvibile per via algebrica, con
ogni oscillatore armonico che ha una frequenza differente.

Dal calcolo non relativistico dell’oscillatore armonico si scopre che
I'operatore a™a € un semidefinito positivo (i suoi autovalori non possono
mai essere negativi).

ata|n) =n|n)



(nla*aln) = |a|n)|’

* consentono di costruire tutti gli autostati dell’ha-

Gli operatori a e a
miltoniana;:

at|n) =1n) +1 aln) =|n—1)

Poiché gli autostati non possono essere negativi, deve esistere un vettore
mandato in zero da a
a|0) =0

Questo stato viene “annichilito” dall’operatore a, che pertanto si chia-
ma operatore di annichilazione o di distruzione. viceversa poiché a™
permette dallo stato fondamentale di passare agli stati eccitati (cosa
che corrisponde come vedremo alla comparsa di una particella) viene
chiamato operatore di creazione:

a’0) = 1)

A differenza dell’oscillatore armonico disponiamo pero di infiniti opera-
tori di creazione e distruzione, una coppia per ogni possibile frequenza
(continua per V' — oo o discreta per V finito) Lo stato corrispondente &
costruito con il prodotto tensoriale di tutti gli spazi su cui operano tutti
gli operatori a e at. Lo stato fondamentale si crea usando il prodotto
tensoriale degli stati fondamentali di tutti i possibili oscillatori armonici,
questo stato fisico € annichilito da tutti gli operatori di annichilazione
(per ogni valore di p). Questo stato si chiama stato di vuoto.

+ +
apl apl apn apn

0) =0

Applicando allo stato di vuoto una qualunque sequenza degli ope-
ratori di creazione at si possono creare tutti gli autostati del sistema.
L’hamiltoniana puo essere riscritta in forma piu semplice:

ata+aat =a"a+aat —ata+ata=2a"a+ [a,a"] =2a"a+1

1 1
H = 5;% (a+a+aa+) = ;wp (a+a+§>

Questa espressione per ’hamiltoniana e proprio quella che si usa per
I'oscillatore armonico. L’energia di un autostato e 'autovalore di questa

hamiltoniana:
H|n) = Ey|n)



En:pr <n—|—%>
P

Tutte le energie sono ora definite positive. Abbiamo eliminato il pro-
blema di energie negative che nasceva dall’interpretazione della ¢ co-
me funzione d’onda del sistema. Rimane tuttavia ancora un piccolo
problema. Calcoliamo 1’energia dello stato di vuoto.

EO:pr <0—|—%> :%pr:oo
p p

L’energia dello stato di vuoto e infinita! Gli oggetti ad infiniti gradi
di liberta spesso presentano questo tipo di problemi, alcune grandezze
appaiono essere infinite. In genere questi problemi sono dovuti ad una
errata estenzione del formalismo classico a quello quantistico, e possono
essere evitati aggirandoli con opportuni mezzi.

Il questo caso particolare il problema non e cosi grave, perché 1'e-
nergia ¢ sempre definita a meno di una costante. Chi ci garantisce
che ’hamiltoniana quantistica corretta puo essere ricavata a partire da
quella classica semplicemente sostituendo alle funzioni gli operatori?
Nessuno, quello che abbiamo fatto € un semplice tentativo. Nella teoria
quantistica ho pertanto il diritto di modificare un pochino le defini-
zioni tratte dalla fisica classica. Ridefiniamo quindi I’hamiltoniana H
buttando via un termine costante:

_ +
H = g Wy, Gy
p

Abbiamo sottratto ad H l’energia di punto zero degli oscillatori.
Con queste operazioni abbiamo definito gli stati del sistema:

Ha, [0) = wya, |0)

H (al—; ... a;ﬂ) ‘0> — (wkl e Wk:n) (azl .. al—:n) |()>

Questo mi da l'interpretazione fisica del sistema, i livelli energetici di
questo sistema sono discreti e corrispondono ad un insieme di particelle
quantistiche di massa m.



2.6 Osservabile impulso

Come si fanno a costruire gli osservabili basati su questo sistema? Esiste
uno strumento potentissimo che si chiama teorema di Nother.

Teorema 2.6.1 (N6ther) In un sistema dinamico descritto da un prin
cipio di Azione, la presenza di una simmetria a trasformazione continua
nell’azione implica [’esistenza di una grandezza fisica che si conserva
lungo il moto naturale.

Qual e la distinzione tra simmetria continua e discreta? Una simme-
tria continua (come la rotazione o la traslazione) ha un equivalente
infinitesimo, una discreta (come I'inversione di assi e la parita, o la ro-
tazione di angolo finito) no. Per le simmetrie discrete ci sono comunque
conseguenze importanti, ma non e detto che esistano grandezze che si
conservano nel moto.

La simmetria traslazionale garantisce la conservazione dell’impulso.
Quello che proveremo a fare e a ricavare un operatore che si conserva
in presenza di simmetria traslazionale, e quindi vedremo se ¢ corretto
interpretare quell’operatore come 'osservabile impulso.

Effettuiamo una traslazione:

!/
o =gt + at

O: ()
0': g
Sotto traslazioni tutti i campi si trasformano alla stessa maniera:
(@) = p(z)

Questa relazione vale anche per i campi vettoriali o i campi spinoriali
componente per componente. Il teorema di Néther (Teorema 2.6.1)) ha
come ipotesi la simmetria dell’azione sotto straslazione:

S(x) = S5"(z)

/d%ﬁ(aj) = /d%’ﬁ'(az')

Da cui segue che anche la densita lagrangiana soddisfa la condizione:



Partiamo dall’invarianza della densita lagrangiana:
L) —L(x)=0
L") = L'(x)+ L(z) — L(x)=0 (2.10)

Imponiamo che la traslazione sia infinitesima (a — 0). In questa ipotesi
posso interpretare i due termini a destra e a sinistra dell’equazione come
due differenziali:

oL’
1
8x”8

L(ah ") — L(a") =

L’altro differenziale corrisponde all’incremento della funzione, nel pas-
saggio dalla forma funzionale £ in £, fatta a punto x fissato. Per capire
come scrivere questo pezzo, vediamo come si comporta il campo :

P'(') = ¢'(x +a) = p(x)

Da cui segue che:

Se a = ¢ risulta
¢'(x) = —e—— (2.11)

Poiché la densita lagrangiana e funzione di ¢, posso fare la derivata di
funzione composta:

oL oL
L(x) = L(z) = =6 (0
Unendo tutto nella .10k
oL oL oL
1 _ _
e +(9905¢ a(amp)é(@ugo) 0

Il termine £’ nella prima derivata puo essere tolto tranquillamente,
I’errore che si compie nel fare questa operazione e infatti del secondo
ordine, poiché £'(x) e L(x) hanno differenza di ordine ¢, e quel termine
e gia moltiplicato per €.

oL oL oL

H 5 -
oo e O(9up)

5(8,0) = 0 (2.12)



Ora dobbiamo imporre che la ¢ sia soluzione dell’equazione di Klein-
Gordon. Questo perché la conservazione dell’impulso e soddisfatta solo
se la funzione minimizza ¢ minimizza l'azione. Per farlo scriviamo le
equazioni di Klein-Gordon in forma piu generale possibile, sfruttando
le equazioni di Eulero-Lagrange:

oL oL

— =0
dp ”5(%@

Imporre questa uguaglianza significa imporre che la ¢ soddisfi le equa-
zioni del moto (nel nostro caso 1’'equazione di Klein-Gordon). Sostituia-

mo nella (2.12):

oL oL oL

—el' 40 <—> 0p + ———=0,(0p) =0

0" 0\ 80,07) T 00,0 )

(Abbiamo scambiato ¢ con d,, operazione lecita) Ci accorgiamo che c’e
una derivata di un prodotto:

oL oL
—el+0,| =——9¢ =0 2.13
ozn T O (a(augo) 90) (2.13)
Dall’equazione otteniamo:
dp = =0,

Che sostituito nella (2.13) ci da:

"9, L — €0, [ oL >8V90] =0

8(6%0

Questa equazione equivale in realta a quattro equazioni scalari (una
per ogni indice p, che va da 0 a 4). Questo e diretta conseguenza del
fatto che la traslazione di un vettore € nello spazio-tempo ¢ arbitraria.
Per scriverla in forma piu comoda (uniformando gli indici dei due ¢)
posso sfruttare questa identita:

B Shev
el =dle

Oppure, ricordando che la § di Kroneker scritta con indici misti e
proprio il tensore metrico, posso scriverla in forma relativisticamente
covariante:



Raccogliendo quindi €” a fattor comune otteniamo:

0ue” |94, L — oL d,po| =0

a(au‘lo) :

T

QQuesta espressione e relativisticamente covariante:
o
0,1"% =0

Questa legge ¢ del tutto simile alla conservazione della carica e all’'uni-
tarieta del prodotto di Klein-Gordon, e corrisponde a quattro leggi di
conservazione, per le quattro possibili scelte indipendenti del vettore
(o per le quattro componenti indipendenti v del tensore).

Queste leggi di conservazione corrispondono alla conservazione del
quadrimpulso.

La quantita che si conserva e quella di un quadrivettore definito nel
seguente modo:

PV:/E%TW
Mostriamo che questo quadrivettore e realmente conservato:

a J%Twzi/J%%TW (2.14)
dt

La derivata temporale nel membro a sinistra e la derivata ordinaria,
poiché integrando su tutte le variabili spaziali (in d®x) rimane solo la
dipendenza temporale (invece nell’espressione di destra la derivata si
applica alla T" prima dell’integrazione, quando ancora dipende anche
dalle variabili spaziali).

Ricordando che:

0,T" =0

Ricaviamo:

OT” = —9,T" —V - T"
Sostituendola nella .14t

PV — —
d =—/d3xV-TV
dt v



Applicando il teorema della divergenza:
dP" -
— = / dsn - TV
dt g

Se il sistema e localizzato in una regione dello spazio, il flusso di T
attraverso la superficie che racchiude il sistema e nullo.

dP"
dt

PY = const.

)

Se ho un volume finito, la variazione della quantita T puo essere solo
dovuta alla presenza di un flusso del vettore attraverso il bordo della
regione che considero. Questo tipo di leggi di conservazione sono le
uniche relativisticamente permesse. La legge che abbiamo appena os-
servato ¢ molto simile alla conservazione della carica elettrica. In una
teoria non relativistica la carica elettrica potrebbe conservarsi anche in
un altro modo, un po’ bizzarro.

Potrebbe ad esempio sparire e riapparire istantaneamente in una
posizione diversa (Figura . In questo modo non si avrebbe flusso
attraverso una superficie, e I’equazione mostrata precedentemente sa-
rebbe violata, pur conservando ad ogni istante di tempo la stessa carica
nel mio sistema. L’equazione di conservazione che abbiamo ricavato
per P¥ & un equazione locale, che specifica cioe che la carica deve essere
conservata in ogni regione locale, e deve spostarsi con continuita nello
spazio.

La conservazione non locale della carica e pero vietata dalla relati-
vita ristretta, infatti i due eventi nello spaziotempo che identificano lo
sparire della carica in un punto, e il riapparire in un altro, avvengono
simultaneamente (sono collegati da un vettore di tipo spazio). Esistera
quindi un sistema di riferimento in grado di modificare la sequenza tem-
porale di questi eventi, in cui ['osservatore vede una carica sparire del
tutto per un certo tempo, prima di riapparire, o vede apparire un’altra
carica prima che l'altra sparisca.

P’ = / d’x T

Le quattro quantita che si conservano sono le compoenti del qua-
drimpulso. Per mostrare questo possiamo sfruttare il fatto di conoscere



(a) Sistema di riferimento princi- (b) Altro sistema di riferimento
pale

Figura 2.2: Le leggi di conservazione, per essere relativisticamente covarianti, devono essere
locali. A destra & mostrato I’esempio di come potrebbe apparire una legge di conservazione non
locale in una realtd non relativistica (g(x,t) ¢ la traiettoria nello spaziotempo di una carica), a
sinistra ¢ mostrato come lo stesso fenomeno appare in un sistema inerziale trasformato usando le
trasformazioni di Lorentz.

una delle componenti del quadrimpulso, ’hamiltoniana. L’energia deve
essere la componente zero:

Mostriamolo:

Ma questa e proprio la definizione canonica di Hamiltoniana. Questo ci
dimostra che ’hamiltoniana € una quantita conservata nel tempo se e
presente 'invariaza traslazionale del sistema sotto traslazioni per vettori
diretti di tipo €. In altre parole la conservazione dell’hamiltoniana e
garantita per sistemi che sono invarianti a traslazioni temporali (ossia
che non hanno una esplicita dipendenza dal tempo). Ricaviamo anche
le altre componenti del quadrimpulso:

. oL . ‘
Pl = d3 ( o — OZ£)
/ o) 7

Poiché il tensore metrico e diagonale, I'ultimo termine e nullo.

P = /dgxg—éﬁigp = —/d3336—[%3¢30
I 0P



Che puo essere scritta in forma vettoriale:

P = —/dgxa—ﬁ,ﬁgo
0P

Nel caso dell’equazione di Klein-Gordon (particella libera)

1 m
L=— Mo — — >

P=— / dgxgbﬁgo
Questo operatore non ha quasi nulla in comune con quello della mecca-

nica quantistica ordinaria. Per ottenere I’operatore impulso nella teoria
quantistica bisogna sostituire a ¢ la sua espressione.

2.6.1 Quadrimpulso su volumi finiti
Eseguiamo ora la sostituzione nel caso di volumi finiti.

—ipr + ipo:)
CLp(B

1
p(r) = Z W—m (ape

Facendo le opportune sostituzioni ricaviamo I'impulso, come avevamo
fatto per I’hamitloniana:

1
H= Z 5% (a;ap + apa;)
7

ﬁ(a;rap + apa;)

ey

—

p

N | —

Anche in questo caso si ripresenta il problema dell'impulso di pun-
to zero. Tuttavia poiché abbiamo ridefinito ’hamiltoniana sottraendo
I’energia di punto zero, dobbiamo eseguire la stessa sottrazione sulle
componenti spaziali del quadrimpulso, questo elimina I’infinito.

— + D _ =+
H = E Wy, A P = g pa, a,
P 2



Possiamo calcolare il quadrimpulso dello stato di vuoto:
P*10) =0

Possiamo provare a vedere cosa succede se si calcola il quadrimpulso di
stati in cui e presente una particella.

+, ot
uoty ) 2o wkag ag ay |0)
Pla, |0) = { Sopklaj)ay a; 0)

Posso far commutare a; con a;, infatti:

+ + +
ara, = [ak,ap] + a, ap = gy

Poiché il secondo termine applicato allo stato di vuoto mi da il vettore
nullo, posso trascurarlo:

_l’_
w1y — 2ok Wkay Okp [0)
Pha, 10) = { > ka6, |0)

iy S wpay [0)
Pla, 10) = { pat [0)
Come si vede questo stato e ancora un autostato del quadrimpluso.
Usando gli operatori a e at abbiamo costruito una base di autostati
dell’energia e dell’impulso.
Lo stato generico lo otteniamo prendendo combinazioni lineari degli
stati. Anche tra stati con diverso numero di particelle!

v) = c1]0) + c2[p)

Lo stato precedente e ad esempio combinazione lineare dello stato di
vuoto con quello in cui c¢’e nel sistema una particella ad impulso p.
Questo ¢ un enorme passo avanti rispetto alla meccanica quantistica
classica, in cui stati con diverso numero di particelle vivevano su spazi
differenti (ottenuti come i prodotti tensoriali). La riordinazione fisica
dello spazio di Hilbert che abbiamo fatto con questa interpretazione del-
I’equazione di Klein-Gordon ci permette di creare stati con un numero
indefinito di particelle, e permette I'esistenza di interazioni che faccia-
no transire il sistema da stati con n particelle a stati con m particelle
(n # m). Questa teoria permette dunque di descrivere il comporta-
mento di tutte quelle particelle il cui numero non ¢ conservato, come ad
esempio i fotoni (che possono essere creati o distrutti in modo rapido).



2.6.2 Quadrimpulso su volumi infiniti

Cosa succede quando ci troviamo a volume infinito? Gli operatori di
creazione e annichilazione presentano commutatori differenti:

[ap7 CLZ} - 5(17_ E)

Riscriviamo quindi 'hamiltoniana e 'impulso nel caso infinito:

H = /d?’pwpa;ap P= /d?’pﬁa;“ap

Anche nello spazio a infinite dimensioni I’hamiltoniana e ’operatore
impulso sono autostati del sistema?

Ha, |0) = /dgkwkazak a, |0) = /cl‘glfoJk%F [ak,a;] 0) = /d?’kwka,jél

Ha, [0) = wyay |0)

Per I'impulso la dimostrazione e completamente analoga. Gli autostati
che abbiamo trovato, sono ortonormali?

(plk) = (Olaya;’|0) = (O [ap, ai] [0) + {0la"kay|0)

(plk) = (0[6(7 — k)|0) (2.15)

L’equazione [2.15| ci assicura che gli stati sono tra loro ortogonali, e
che sono normalizzati alla delta di Dirac (nel caso finitodimensionale
ovviamente sono normalizzati alla delta di Kroneker, cioe 1).

2.7 Funzione d’onda

Possiamo guardare sottospazi di questo spazio. Un esempio € lo spazio
di vuoto. Nel vuoto non ci sono particelle, questo e uno stato quan-
tistico esistente. Poi ci sono stati di singola particella. Lo stato piu
generale possibile tra quelli di singola particella puo essere scritto nel
modo seguente:

1) = / apf (F)a [0)



In questo stato ¢’e¢ una singola particella, sovrapposizione generica con
pesi complessi di tutte le particelle con impulso p. La funzione f(p) e la
funzione d’onda della particella, e la probabilita d trovare una particella
con impulso compreso tra p e p+dp e calcolabile dal suo modulo quadro:

f@) d’p=P

Questo e il formalismo ideale per descrivere stati in cui il numero di
particelle e variabile, vediamo ad esempio lo stato piu generale possibile
con due particelle:

) = / Fpdkf (5 Fyata) |0)

Anche ora f(p] lg) e la funzione d’onda di uno stato a due particelle,
e vive nello stesso spazio di Hilbert della f(p) che abbiamo visto prima.
Lo spazio di Hilbert e unico, ed ¢ esattamente lo stesso che usavamo
in meccanica quantistica non relativistica. Solo che in quello spazio
si possono descrivere solo sistemi con stesso numero di particelle, ora
abbiamo riorganizzato gli strumenti formali che descrivevano lo spazio
per permettervi di descrivere anche i sistemi con numero variabile di
particelle. In questo modo possiamo racchiudere 'intero universo nel
nostro spazio di Hilbert: nellinfinito c’entra tutto.

2.7.1 Parita della funzione d’onda

Sappiamo dalla meccanica quantistica ordinaria che le particelle si di-
stinguono in bosoni e fermioni. I primi hanno funzione d’onda simme-
trica, i secondi hanno funzioni d’onda antisimmetriche. Uno dei grandi
traguardi della meccanica quantistica relativistica consiste nell’associa-
re lo spin corretto alle particelle, intero se sono bosoni, semi-intero se
sono fermioni. Dimostreremo questo piu avanti, quando introdurremo
I’operatore momento angolare.

Cerchiamo di capire se I’equazione di Klein-Gordon descrive sistemi
bosonici o fermionici. Prendiamo la funzione d’onda di una coppia di
particelle:

p, k) = / Fpdkf (5, F)ataj |0) (2.16)



Scriviamo la funzione d’onda scomponendola in parte simmetrica e
parte antisimmetrica:

—

- 7 _)7]{ + E? _)7];: - Eu
f(p,k):f(p )2f( ) fb )2f( p)
£ FuE)

Inseriamo questa espressione nella 2.16}
fﬁ,lg—i—f];,p fﬁ,l%'—flg,p
p7k>/d3pd3k[< )£ ER) | SEE) = FED] e
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— / Epd*k f,(p,k)ata; [0) +
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Come si vede sopravvive solo la parte simmetrica, questo perché i due
operatori di creazione (a, e a;) commutano tra loro, e possono essere

scambiati correttamente.

2.8 Paradosso della micro-causalita

In meccanica quantistica quando si fa una misura, il vettore di stato
collassa istantaneamente su un autostato dell’osservabile. Questo col-
lasso avviene istantaneamente. Ci puo venire il dubbio se sia possibile
usare il collasso per trasmettere informazioni.

Per scambiare informazioni su un sistema occorre misurare due os-
servabili che non commutano tra loro. Un ipotetico sistema per tra-
smettere informazioni potrebbe essere il seguente: Per trasmettere un
bit l'osservatore A puo decidere se effettuare o meno la misura con
I’osservabile A sullo stato del sistema. A questo punto l'osservatore B
osserva lo stesso sistema, in una posizione differente, con I'osservabile B
che non commuta con A, ma che ha lo stato di partenza come autostato.

Se avviene il collasso durante la misura di B significa che 'osservato-
re A non ha perturbato il sistema con la sua misura, altrimenti significa
che A ha gia fatto collassare lo stato iniziale in uno stato differente.



In questo modo A puo trasmettere bit di informazioni e B riceverle,
alla velocita con cui avviene il collasso.

Se questo fosse possibile la teoria che abbiamo sviluppato violerebbe
il principio di causalita. L’unico modo reale per sfruttare il collasso del-
lo stato per trasmettere realmente informazione superluminari e quello
di disporre di due operatori, che se applicati in due eventi nello spazio-
tempo che distano di un quadrivettore di tipo spazio, non commutino
tra di loro.

Dobbiamo dunque misurare il campo ¢ in due punti dello spazio
tempo a distanza di tipo spazio.

Verifichiamo dunque se ¢ possibile realmente comporre due operatori
con le caratteristiche indicate (che non commutino a distanze di tipo
spazio).

[p(x), 0] =0 (z—-y)*<0

Possiamo scrivere la ¢(z) in questo modo:

p(x)

(ape™™" + afe™) = g (z) + o (2)

|
AL NS
p

Scriviamo esplicitamente il commutatore:

[o(z), p(y)] = [or(z) + 9 (2), 04 (y) + 0 (y)] =
= [p+(@), o-(Y)] + [p-(2), p+(y)] =

Bpd3k — d3pdk —
_ / 3p e—zp:c—i—zky [CLP,CLZ} +/ 3p oiPT—i
(27)32, fw,wy; (2m)32, fw,twy,

_ dgp —i(x—y)p d3p —i(y—x)p
= | 53¢ — | o3¢
(27)32w, (2m)32w,

Dove abbiamo usato le regole di commutazione degli operatori di crea-
zione e annichilazione.
Scriviamo ora il commutatore di ¢(zx) e ¢(y) come:

d3p

m (eﬂp(x*y) _ ezp(l’*y))

A = 9) = lpla). o)) = |

Vogliamo ora dimostrare che:

Az —y) = A(A(z — y))



per farlo e utile usare una proprieta della delta di Dirac, ovvero:

&ﬂ@)=§j%ﬁiﬁl com  fla) =0

la delta di spezza in una sommatoria sui punti in cui la f si annulla,
normalizzate con la derivata in modo da garantire che questi non siano
singolarita. Sfruttando questa proprieta si puo scriverd't

0(p° — wp) +0(p° + wp)
2wy

O(p? —m?*) = 6(p** — pF —m?) =

Ora armati di questa uguaglianza andiamo a dimostrare I'invarianza re-
lativistica della A; per farlo mostreremo come i vari pezzi dell’integrale
sono invarianti.

Cominciamo da una forma generale:

/Z%ﬂv

Questo possiamo riscriverlo come integrale quadridimensionale sfrut-
tando la proprieta della delta dimostrata in precedenza:

[ 52w = [ avst-mirunie = [l o (Z;WMW

2wp

infatti la delta si pud spezzare nelle due delta di (p° £ w,) e la funzione
di Heaviside seleziona solo quella positiva.
Ora cambiamo variabile da p a Ap’ e abbiamo:

/ d'p's(p” = m*)O((Ap)°) f(AP))

Il dp’ trasforma tramite lo jacobiano che e unitario quindi nessun pro-
blema, la delta e invariante cosi come la f. L’unica quantita che puo
dar problemi e la 6 in quanto in generale il segno non e un invariante
relativistico a meno che i quadrivettori non siano di tipo luce o tempo.
La delta di Dirac ci assicura che stiamo integrando su un vettore di tipo

"Ricordiamo che p° = +1/p? + m? = Fw, e [p°’| = 2w,,.



tempo infatti per la delta p*> = m?, quindi anche la funzione di Heavi-
side non da problemi. Ora ci rimane da dimostrare che I’esponenziale
¢ invariante anche lui
d*p , .
ANz — )] = | —— 8 (e=irlMa—y)] _ gip[A(z—y)]
——
d.p

facciamo il cambio di variabile p = Ap/
/ 4, (Ap') (PN _ ORI = A(g — )

infatti negli esponenziali c¢’e il prodotto fra i quadrivettori trasformati
che & un invariante per cambio di coordinate.

2.9 Propagatore di Feynman

Il nostro obbiettivo adesso ¢ quello di risolvere operatorialmente 1’equa-
zione di Klein-Gordon, in altre parole riuscire ad invertire I’equazione:

(O+m?p = F(x) (2.17)

Dove F(x) e la sorgente del mio campo ¢. In caso di assenza di sor-
genti per il campo ¢ questa si riconduce all’equazione di Klein-Gordon
che abbiamo gia studiato, che corrisponde alla soluzione per particelle
libere. Se pero c¢’e un potenziale o un interazione, allora 1’espressio-
ne generica della funzione ¢ sara data dall’equazione 2.17 Il nostro
obbiettivo € cercare un operatore che mi consenta di invertire questa
espressione facilmente.

Definizione 2.9.1 (Time-Ordering) Sia T il superoperatore di time
ordering definito nel modo sequente:

p(x)e(y) 2° >y’
T [p(x), p(y)] =
p(y)e(r) =¥ <y

A questo operatore puo essere data un espressione analitica:

T [p(x), o(y)] = 0(z" — y")p(x)p(y) + 0(y" — 2°)p(y)p(x)



Definizione 2.9.2 (Propagatore di Feynman) Il propagatore di Fe;
man € un operatore definito come il valor medio del vuoto dell’ordina-
mento temporale, ed ¢ costruito nel sequente modo:

iAr = (0T [p(x), p(y)] |0)

E difficile dare direttamente un interpretazione fisica a questo oggetto,
perd ad esempio: Supponiamo z° > y:

Particella in x
iNp = (0]p(x) e(y)[0)
Particella in y

Un interpretazione fisica possibile di questo operatore e la probabi-
lith data una particella al tempo y° in y di averne un’altra al tempo 2°
inz. Ela probabilita che la particella si sia spostata dal punto x al
punto y.

Cerchiamo adesso di verificare cosa succede se applichiamo 'opera-
tore di Klein-Gordon sul propagatore di Feynman.

(O + m?)iAp =7

Quando 'operatore di Klein-Gordon agisce sulle sulle ¢ ottengo zero,
pero potrebbero esserci termini non nulli dovuti alle derivate temporali
che agiscono anche sulle 6 di Heviside della definizione di T'. Per fare
un calcolo esplicito ricordiamo la definizione della 6 di Heviside e della
sua derivata, intesa nel senso delle distribuzioni.

s1@) = [ o) @ = [ (oo

Questa e la definizione di 6 di Heviside. Questa distribuzione non pos-
siede una derivata nel senso delle funzioni, perod possiamo provare a
eseguire la derivata simbolicamente:

do > de
Tl@= [ T

Per rendere questa derivata simbolica un oggetto reale, applichiamo la
definizione di integrali per parti:
da .
- [ o
—0

do df |®
T @) = b)>




Ricordando che nella teoria delle distribuzioni, le funzioni e tutte le
derivate sono a dominio compatto, queste si annullano all’infinito.

Tl == [T =0+ 10 = 0)

Ma questa e la definizione della ¢ di Dirac, quindi possiamo dire che la
derivata della distribuzione @, nel senso della teoria delle distribuzioni,
e proprio la ¢ di Dirac.

Applichiamo all’operatore di Feynman il dalambertiano:

0, =0; — V3

Per semplicita applichiamolo solo alla variabile z, la y di i{Arp ¢ un
parametro indipendente. Il Laplaciano agisce solo sulle derivate spazia-
li, poiché nell’espressione di 7' le componenti spaziali compaiono solo
dentro le ¢, dobbiamo preoccuparci solo di cosa fa la derivata seconda
rispetto al tempo.

Boilp = 0(x’ —y°) (0] (Qoe(x)) ¢(1)]0) + 6(z” — ) (0l (z)e(y)|0) +
+0(y" — 2°) (0o (y) (Dop()) [0) — (3" — 2°) (Ol (y) ()] 0)

il = (O[T [Oop(x), p(y)] [0) + (2" — 4°) (0] [ (), ¢ (y)] |0)

Grazie alla § di Dirac il commutatore tra ¢(z) e ¢(y) ¢ calcolato
a tempi uguali, e sappiamo che a tempi uguali questo commutatore e
nullo. Calcoliamo la derivata seconda rispetto al tempo:

000" iAF = (0IT [000° ¢ (), ()] 10) + (2" — 4°) 0] [Qoo(x), (y)] [0)

Il secondo commutatore questa volta non e piu nullo a tempi uguali,
ma ¢ pari a —id(x — y):
0" iAp = (O|T [008 ¢ (x), 0(y)] [0) — i 6(z" —4")6° (& — )
54(c—y)

Questo ¢ il risultato dell’azione delle derivate temporali sul propagatore
di Feynman. Adesso vogliamo calcolarci il laplaciano. Quando inserisco
il laplaciano, questo non agisce sulle § (funzioni solo di x°), e finisce
direttamente dentro ’espressione di 1:

(@ +m?)ildp = (0T | (O +m?)p(x),¢(y) | 0) —id*(z —y)

~
=0




(O + m?)iAp = —id*(z — y)
Questo risultato e impressionante, poiché ci permette di stabilire che il
propagatore di Feynman e proprio una funzione di Green, e permette
di invertire I'equazione di Klein-Gordon (& l'inverso dell’operatore di
Klein-Gordon).

La funzione di Green e una distribuzione a cui applicando ’operatore
differenziale che definisce ’equazione si ottiene una 0 di Dirac, e per-
mette risolvere ’equazione differenziale. Vogliamo risolvere ’equazione
differenziale delloperatore di Klein-Gordon.

O+ m*)p(x) = F(x)
Questa equazione ¢ molto simile a quella per il campo elettromagne-

tico, se infatti prendiamo i fotoni m = 0, questa equazione si riconduce
all’equazione generale dell’elettromagentismo:

Lo = F

Dove F' ¢ la mia quadricarica, e ¢ ¢ un quadripotenziale dei campi elet-
tromagnetici. Analogamente in generale questa equazione con m # 0 e
I’equazione di una particella soggetta a forze. Se conosciamo una funzio-
ne di Green dell’operatore di Klein-Gordon abbiamo risolto il problema.
Sia GG la funzione di Green, soddisfa la equazione

(O+m)G(z —y) =6 (z —y)

Allora la soluzione all’equazione di Klein-Gordon puo essere scritta
come:

o(@) = po(a) + / I'yGlx — y)F(y) (2.18)

Dove () € la soluzione all’equazione omogenea di Klein-Gordon (di
cui abbiamo gia calcolato la soluzione), e l'integrale in d*y & uno de-
gli integrali particolari dell’equazione di Klein-Gordon estesa (2.17).
Mostriamo che la ([2.18)) sia effettivamente soluzione della (2.17)):

(O+m?)e(z) = (O +m?)eo(z) + / d'y (A +m?)G(x —y) Fy) = F(x)

~N" ~"~

=0 54 (z—y)

Quindi la conoscenza delle funzioni di Green mi permette di risol-
vere buona parte dei problemi che si applicano alla tecnologia (descri-
vendo come sappiamo anche i campi elettromagnetici). E chiaro che



questa equazione non fornisce la soluzione a tutti i problemi di elet-
trodinamica, perché questa equazione ci dice soltando in che modo i
campi elettromagnetici risentono della distribuzione di cariche e cor-
renti. Poi bisognerebbe calcolare come le cariche e correnti risentono
dei campi magnetci, riposizionandosi a loro volta. Tuttavia nella mag-
gior parte dei casi ad interesse tecnologico (antenne e circuiti) si puo
trascurare l'effetto del campo elettromagnetico nel modificare le mie
cariche e correnti, e quindi la soluzione all’equazione di Klein-Gordon &
sufficiente.

Sappiamo quindi che il propagatore di Feynman e un operatore di
Green dell’equazione di Klein-Gordon, cerchiamone ora un espressione
analitica. Il sistema che sto considerando e un equazione differenziale a
coefficienti costanti, che puo essere risolta con la trasformata di Forier
(che mi riconduce l’equazione differenziale in un equazione algebrica,
piu semplice da risolvere):

irle=y) = [ GHGlge e

Abbiamo scritto la iAr come antitrasformata di Fourier di G. Impo-
niamo l'uguaianza ricavata:

(O+m?)iAp(z —y) = —id*(x — y)

d*y dy
O+ m?2 / G e—ia(r—y) _ _Z-/_e—lq(x—y)
Ora G (¢) non ¢ funzione delle z per cui 'operatore dalambertiano non
tocca questa espressione, e agisce solo sull’esponenziale, le cui derivate
sono molto semplici da calcolare:

d4 B ] d4 )
/(273463 [(_i)QqﬂqM -I-mQ} e ia(@—y) _ _2'/ (27:;46“1(333/)

Poiché le trasformate di Fourier sono invertibili, se le trasformate di
Fourier sono uguali anche gli oggetti trasformati sono uguali. Questo e
sancito dal teorema fondamentale delle trasformate di Fourier.

G (—¢* +m?) = —i
G 1

q2_m2



Da cui abbiamo ricavato ’espressione dell’operatore iAp.

4 .
iNp = / (d Y L e~ la(z=y)

QW)ZL q2 —m2

Il problema di usare questa formula per il propagatore e che il

denominatore ha degli zeri quando ¢ & tale che ¢> = m?.

@ — > —m?* =0 go==£V|q2+m? = +tw,

Purtroppo il denominatore si annulla malamente, infatti possiamo espli-
citare questi zeri nel seguente modo:

dty ie~1a(x—y)
ZAVS :/ 40,0 0
(2m)* (¢ — wy)(¢° + wy)
1

Ci sono due singolarita di potenza 1, che quindi vanno come -,
che non e integrabile, questo da dei problemi di convergenza. Questa
formula cosi come € scritta non ha senso, va riaggiustata senza rovinare
le sue proprieta matematiche.

Ad esempio potremo pensare di integrarla su un dominio complesso,
aggirando le singolarita.

Ci sono piu possibili percorsi per aggirare le due singolarita, ciascun
percorso genera una formula differente. Classicamente sono tutti quanti
buone funzioni di Green, tutte quante risolvono I’equazione differenziale
correttamente. Tuttavia, dal punto di vista quantistico solo una di loro
¢ quella che ci interessa realmente (Figura [2.3).

Figura 2.3: In figura sono mostrati tutti i possibili percorsi su come aggirare le due singolarita
dell’asse reale, attraverso il cammino complesso. In ¢ mostrato il percorso che e utilizzado in
fisica quantistica.

Vedremo ora di integrare passando sotto la prima singolarita e sopra
la seconda. Poiché l'integrale complesso deve essere un circuito chiuso



dobbiamo scegliere in che modo chiudere I’esponenziale. Scegliamo ad
esempio il caso in cui:

2’ — 4" >0
In questo caso per far convergere I'integrale la chiusura del percorso deve
essere fatta attraverso gli immaginari negativi (in basso). L’integrale
che da problemi ¢ quello in ¢°, isoliamolo:

/ dg®  iemid" @)

21 (¢° + w)(¢” — wi)

L’esponenziale parametrizzando ¢° lungo la chiusura di circonferenza in
basso:

¢ =a—if £ >0
L’esponenziale in modulo diventa:
o i’ —y?) p—i(=iB)(x—y°) | _ —B(2"—y")
Quindi a seconda del segno che assume (2% — 3°) si sceglie una diversa
chiusura del cammino. L’integrale su questa chiusura e zero, in quanto
I’esponenziale decrescente ammazza facilmente il valore dell’integrando.

Il percorso e fatto in senso orario, quindi dobbiamo moltiplicare il
residuo per —1:

0

/ dg®  iemid’ (@) - 1 je—ia"(x°—y°)
= —2mires | —
2m (q° + wg)(¢" — wi) 21 (g° + wg) (¢ — w1)

dg®  ie—id’(@=y") je—iwa(x’=y°)
/ 5 5 = —2m
21 (q° + wg) (" — wi) 27 (wy + wy)
dg®  ie—id’(@=y") e iwa(="=y")
= —]—
/% @+ )@ — o) %,

Ora possiamo riscrivere il propagatore di Feynman:

Ay = 0 _
o /(QW)?’ 2wy T

Questo oggetto qui e effettivamente il valor medio del vuoto:
(2m)3 2w,

Sez? —4° >0

(Olp(x)p()[0) = /



Figura 2.4: 1l cammino complesso che scegliamo in caso 20 —y° > 0 & quello mostrato in figura.
E indifferente scegliere il cammino rosso o il cammino blu, poiché tra I'uno e ’altro non vi sono delle
singolarita. Il percorso e fatto in senso orario, quindi bisogna prendere un segno meno.



Questa scelta di cammino di integrazione e l'unica che effettivamen-
te mi permette di riottenere ’espressione quantistica del propagatore.
Naturalmente se 2" —y° < 0 avremo dovuto scegliere la chiusura del per-
corso verso gli immaginari positivi, questo mi avrebbe cambiato segno
(il percorso sarebbe stato concluso in senso orario) ma anche il resi-
duo da calcolard® Il risultato sarebbe stato che I'integrale si sarebbe
ottenuto per:

(Ol (y)e()[0)

Quindi effettivamente questa scelta di percorsi riproduce correttamente
la definizione iniziale che avevamo dato al propagatore di Feynman:

iAr = (0T [p(x), p(y)] |0)

Un metodo alternativo per risolvere questo stesso problema consi-
ste nello spostare le singolarita sul piano complesso. Si sostituisce al
denominatore incriminato 1’espressione in limite:

) 1
lim .
e=0 g2 — m? + ic

E quindi si integra sull’asse reale. Questo riproduce esattamente il conto
che abbiamo fatto.

2.10 Conservazione della carica

Riprendiamo I’equazione di Klein-Gordon e vediamo di estendere quan-
to fatto finora per campi reali al caso complesso. Ridefiniamo la densita
lagrangiana immaginando di avere due variabili indipendenti ¢ e ¢ che
poi identifichero con ¢ e il suo complesso coniugato.

L =0,p0"p — m2pp

Ora calcolo la variazione di L;se avessi messo i complessi coniugati
la variazione avrebbe dato pezzi dipendenti, uso questo trucco in modo
da poter variare tutte le quantita di L indipendentemente.

5 / Ldz® = / d'2{0,000"p + 8,906 — m* (@) — m*@(5p)} = 0

8Con chiusura verso gli immaginari positivi la singolarita interna al percorso sarebbe stata quella
VErso —wq.



integrando per parti e ricordando che le ¢ vanno a zero all’infinito
(annullano cioe i termini costanti), otteniamo:

/d4:):{ — 5p(0p + m%p) — 60(0p + m*g)} = 0

questo si annulla se le due quantita fra parentesi si annullano, ovvero
se vale ’equazione di Klein-Gordon contemporaneamente per ¢ e @:

{ (I:]go + ngp) =0
(Op +m?p) =0

ora posso identificare le ¢ con ¢*, e questo ha valenza generale perche
lungo il moto sono sempre distinte.

Qui possiamo applicare il teorema di Noether, essendo la lagrangiana
indendente per variazione di ¢ e ¢ trovero una quantita conservata
associata a questa invarianza. Definiamo

Q0

Pla) =€) e  @)=e"()

L’azione ¢ invariante sotto questa trasformazione ed e facile calcolare
la quantita conservata. Vediamo prima di tutto come si esprime la
variazione delle ¢:

/ dp : .
pla) ~ @)+ 5 a=(1+ia)p —  dp=iap
e similmente per la quella barrata.
Adesso possiamo calcolare la quantita conservata infatti:

L'(x)—L(x)=0
L L L L

= = 9,(00) + ——0,(6@) + —5p + —5¢

se uso l'identita di lagrange %5@ = (9Mﬁ8u(5<p) sugli ultimi due temi-
ni si possono interpretare i quattro termini come le derivate composte
di due:

L

L _




e sostituendo le variazioni calcolate in precedenza troviamo

oo Ly e =0
80,0 ” T 00,07 T M T =

la quantita conservata e proprio il prodotto scalare. Chiamiamo Q
I'integrale:

L e
Q=1 [ depd'p

e cerchiamo di dargli un significato fisico. Prendiamo un operatore ¢
formato da due operatori di uno di distruzione a e uno di creazione b™:

d3p . .
— 3—ae—sz + b—i-esz
¢ / (2m)2/ 2w

possiamo scrivere facilmente i commutatori

(6,6 =0 e [ms(x),0(y)] =d(x —y)

da queste otteniamo le regole di commutazione per a e b

la,b] =0 e [a,b7]=0

quindi (0|[a, b"]|0) = 0, per cui i due stati che identificano le due par-
ticelle sono ortogonali; hanno lo stesso impulso ma cariche diverse, se
infatti riscriviamo la Q in termini di a e b e la applichiamo agli stati
vediamo che

_ [ _ Qa™ [0) = a™ |0)
0= [ #uatazin) {Qb+|0>—b+0>

conta quante particelle ci sono nello stato. Il primo termine mi da un
contributo positivo e il secondo uno negativo; applicato allo stato i da
la carica totale, che & conservata.



Capitolo 3

Quantizzazione del
campo elettromagnetico

Nel capitolo precedente abbiamo affrontato in maniera esaustiva la
trattazione quantistica di un campo scalare, reale o complesso.

3.1 Forma covariante dell’elettromagneti-
SMo

Prima di estendere la teoria al campo elettromagnetico, in modo da
ricavare le interessanti proprieta dei fotoni, richiamiamo qualche cono-
scenza dell’elettromagnetismo, e mostriamo come questa sia una teoria
intrisecamente covariante per trasformazioni di Lorentz.

Ci riferiremo sempre al caso del campo elettromagnetico nel vuotoE].
Il campo elettromagnetico nel vuoto e descritto da due vettori (E e B)

! Trascureremo la presenza di dielettrici o conduttori nello spazio, limitandoci alla trattazione di
cariche o correnti nel vuoto.



che soddisfano le equazioni di Maxwell:

(V.F=p

9 108 (3.1)

Maxwell ha aggiunto soltanto il termine della corrente di sposta-
mento a queste equazioni (che gia erano note come equazioni di Gauss-
Ampere-Faraday. Tuttavia quel termine e quello che permette di ac-
coppiare campi elettrici e magnetici, se non ci fosse la radiazione elet-
tromagnetica non potrebbe propagarsi.

Queste equazioni si possono scrivere in forme covarianti sotto tra-
sformazioni di Lorentz. Si introduce il tensore di Maxwell, un tensore
a due indici che vanno da 0 a 3, antisimmetrico (ha sei componenti
indipendenti). Le sei componenti indipendenti corrispondono al campo
elettrico e al campo magnetico, secondo queste regole:

Dove con ¢ si intende lo pseudotensore di Levi-Civita, antisimme-
trico, con
5123 -1

Grazie a questa scrittura del tensore di Maxwell ¢ possibile scrivere
in forma tensoriale le equazioni (3.1)):

0, F" = J (3.2)

Dove abbiamo definito la quadricorrente J” in questo modo:

J" = (p, g) (3.3)

La (3.2)) rappresenta le equazioni di Ampere e Gauss. Infatti:
v=20



O F* + 0,F" = J°
OE =p V-E=p
V=1
QF° + o F" = J

OE" ., 0B*
— e =

— - =]
cot ox'
Che espressa in forma vettoriale diventa:
. - J OE
VXB=————
c cot

L’equazione e covariante sotto qualunque trasformazione che mi
cambia F' e J, infatti e scritta completamente in termini di compo-
nenti controvarianti e derivate covarianti (che sono le grandezze che si
misurano realmente in laboratorio). Questo mi garantisce l'invarian-
za di queste due equazioni dell’elettromagnetismo sotto trasformazioni
affini arbitrarie, e non mi impone nessun’altra condizione sul tipo di
trasformazione.

Cos’e che allora impone che le trasformazioni che rendono covariante
tutto l'elettromagnetismo siano le trasformazioni di Lorentz? Le due
equazioni che rimangono.

0" s F =0 (3.4)

L’equazione rappresenta le altre due equazioni di Maxwell, perd
come si vede questa volta e espressa in termini di coordinate covarianti
e derivate controvarianti, occorre quindi definire come si passa dagli
indici covarianti a controvarianti (che sono quelli misurati realmente in
laboratorio). Siamo obbligato a manipolare la posizione degli indici,
per farlo e necessario definire una metrica.

Perché queste equazioni descrivano correttamente anche le altre due
equazioni di Maxwell non si puo usare la metrica euclidea, verrebbe fuori
un errore su un segno. La metrica pseudoeuclidea di Minkowsky invece
consente di riprodurre correttamente le equazioni di Maxwell. Quindi,
poiché la metrica Minkowskiana e invariante sotto trasformazioni di
Lorentz, le uniche matrici A che rendono covariante I’elettromagnetismo
sono quelle di Lorentz.



Adesso le equazioni e sono entrambe covarianti per tra-
sformazione di Lorentz. Poiché queste due equazioni descrivono tut-
to l'elettromagnetisimo, tutto l'elettromagnetismo ¢ covariante sotto
trasformazioni di Lorentz.

In realta per abbassare li indici del tensore elettromagnetico non
serve definire una metrica, poiché il tensore Fj,, puo essere definito
attraverso lo pseudo-tensore di Levi-Civita:

= €wapF™
E quindi le equazioni di Maxwell omogenee si scrivono nella forma:
o"'F,, =0

Quello che realmente ci obbliga a definire la metrica di Minkowsky (e
quindi le trasformazioni di Lorentz) & I'indice alto della derivata:

o = g o,

Quindi riscrivendo ’equazione in termini di quantita osservabili in la-
boratorio si ottiene:
" Oveappe F" =0 (3.5)

Queste due equazioni dipendono quindi dalla forma particolare della
metrica g. Se si sceglie una metrica euclidea, non esiste un modo di
definire F' covariante in modo tale da far tornare i segni nella legge
di Faraday-Neumann. Quindi, in un certo senso, ¢ corretto affermare
che la legge di Lenz & necessaria per la creazione di una metrica non
euclidea che rende covariante 1’elettromagnetismo.

Adesso mostriamo che ’equazione (3.5)) sia realmente tensoriale. La
€, € uno pseudotensore, ossia e invariante solo sotto trasformazioni di
Lorentz proprie.

Sia A una qualunque matrice, vale la seguene relazione:

Evpe NG A AP AT = det (A) eapys

Questa e proprio la definizione di determinante, infatti a destra ab-
biamo la somma su tutte le possibili permutazioni degli indici delle co-
lonne e delle righe delle A, tutti diversi tra loro, i cui rispettivi termini
sono moltiplicati tra loro, con segno determinato dalla parita della per-
mutazione. La somma di prodotti di una sequenza di colonne assegnata



dall’inizio, permutazione, e poi il prodotto di utti gli elementi, e gli in-
dici di riga devono essere tutti diversi tra di loro. Questa e proprio la
definizione di determinante. Cosa succede quando tratto epsilon come
un tensore a quattro indici? Se la trasformazione ha determinante 1 la
epsilon si trasforma come un tensore ad indici covarianti, questo tensore
e esattamente lo stesso in tutti i sistemi di riferimenti (come il tenso-
re metrico). Sotto trasformazioni prorpie questo oggetto si trasforma
come un tensore. Si chiama pseudotensore perché se la trasformazione
non ¢ propria le componenti cambiano segno.
Quindi anche F),, si trasforma come un tensore covariante

g
Fu = €upe "’

Da cui le equazioni di Maxwell proprie devono rappresentare un
vettore covariante:

O"F,, =0

Questo oggetto ¢ un vettore covariante. Che deve trasformarsi come
tale.

Le due equazioni omogenene permettono di definire i potenziali
elettromagnetici:

V-B=0
Il teorema di Klebsh ci assicura che, se la regione in cui un campo
¢ a divergenza nulla ¢ semplicemente connessa, allora posso esprimere
B come il rotore di un altro campo vettoriale.

B=VxA
Il campo vettorile A non ¢ determinato in modo univoco, ma ha un
grado di liberta: . o
A=A+ Vf
Infatti A’ & ancora potenziale vettore di B:
ﬁxﬁ’zﬁxﬁqtﬁx?f:ﬁxﬂzé

A e determinato a meno di un campo gradiente. Inserendo questa
espressione nell’altra equazione omogene, posso ricavare un campo ir-
rotazionale:

L 108
VxE:——a—B
c Ot



Vx B 1 VxA
C
L1

Se i campi sono definiti in una regione semplicemente connessa e
possibile definire un campo scalare ¢ tale che:

Questo campo prende il nome di potenziale scalare.
L’esistenza dei due campi potenziali soddisfa automaticamente 1’e-
quazioni di Lorentz omogenee.

B=VxA
E=-Vé+1i4
Vedremo che le quantita A e ¢ sono fondamentali per la fisica

quantistica, ma non sono quantita univocamente determinate. Adesso
proviamo a cambiare A di un certo campo gradiente:

A= A+ Vf(x,t)

B ¢ invariante per questo tipo di trasformazioni, vediamo se e invariane
anche il campo elettrico:

—
— - — .

E=-V¢+-A+-Vf
& &

Con questa sostituzione il campo elettrico cambia! Un modo per man-
tenere F invariante ¢ quello di trasformare contemporaneamente anche
il potenziale scalare:

o =6+
c
Se faccio contemporaneamente queste due trasformazioni il campo
elettrico rimane invariatao. Quindii due campi Ae ¢ non sono univoca-
mente determinati, ma sono determinati a meno di una stessa funzione

f. Questa e I'invarianza di Gauge: e sempre possibile definire a piacere
una funzione f per trasformare potenziale vettore e potenziale scalare,



purché le due trasformazioni avvengano insieme. In formalismo qua-
dridimensionale I'invarianza di Gauge assume una forma pitt comoda e
compatta. Possiamo riunire potenziale scalare e potenziale vettore in
un unico quadrivettore:

A= (0.4)

Con questa definizione possiamo riscrivere il tensore di Maxwell in
modo molto pitu semplice:

= AR — A

E immediato verificare che questo tensore e antisimmetrico, e vedia-
mo di ricostruirne le componenti:

M=0A - A= -Vp-A=FE
Analogamente per il campo magnetico:

0A! 8A2
Ox? 8x1

In questo formalismo tutto diventa molto piu semplice, l'invarianza
di Gauge corrisponde alla condizione:

2:a2A1_81A2:_ (6 )3:B3

A = A 4 9 f(x, )

Il quadripotenziale A* & definito a meno di un quadrigradiente di una
funzione scalare arbitraria. Questo puo essere mostrato semplicemente:

F//W _ Fuy+ayauf . a,uauf

Poiché T'ordine con cui si fanno le derivate commuta effettivamente
possiamo definire A a meno di un quadrigradiente. E molto piu sem-
plice trattare l'invarianza di Gauge in quattro dimensioni, poiché non
dobbiamo occuparci di potenziale scalare e vettoriale separatamente.

Da adesso in poi poniamo ¢ = 1, e contiuiamo in questo sistema di
coordinate conveniente.

Con questa nuova relazione le equazioni di Maxwell si riducono
semplicemente a:

(3.6)

o,F1 = J»
Fiv = Y AP — 9 AV



Il gruppo omogeneo ¢ soddisfatto dalla relazione che mi definisce F'.
Questo puo essere dimostrato semplicemente infatti:

0" pypo 77 = D2 0 (7 AP — P A7) =
= Epo (007 AP — 0MOPA%) =
— auaoAp (8uyp0- - 5/111/0'0) -
= 2010° APe 0y = 0

L’ultima uguaglianza e dovuta al fatto che abbiamo un tensore sim-
metrico in p e o (le derivate parziali commutano) prodotto con un
tensore antisimmetrico in p e 0 (€4p0). Poiché tensori simmetrici e
antisimmetrici sono ortogonali il loro prodotto e nullo.

Il sistema puo essere risolto, sostituiamo la seconda nella prima:

9, (9" A" — Q'AY) = J*

A" — 0,01 A” = J¥

Possiamo fare una scelta di Gauge che ci fa comodo, possiamo sce-
liere una forma particolare della f in modo che il secondo termine di
questa equazione si semplifica.

0M'o,A” =0

Questo e possibile se esiste una f che mi annulla la quadridivergenza di
A¥. Vedremo a breve che questa scelta e realmente possibile, e prende
il nome di Gauge di Loren7?

Con questa scelta le equazioni di Maxwell si riducono a:

HAH = J*H

Dimostriamo ora che effetivamente esiste una funzione f che mi
consente di annullare la quadridivergenza di A*. Supponiamo di trovarci
un una Gauge tale che

0, A" 0

E facciamo un cambiamento di Gauge con f tale che:

A" = A"+ 9" f  Con 9,A" =0

2Intressante sapere che Lorenz e Lorentz sono due persone diverse.



Esiste una scelta di f che soddisfa questa condizione?
Ou(AF+0"f) =0

Of = —0,A"

Se f esiste deve soddisfare questa equazione differenziale. Questa equa-
zione ha soluzione e sappiamo anche costruirla, perché conosciamo la
funzione di Green dell’operatore differenziale dalambertiano (caso par-
ticolare del propagatore di Faynmann per le equazioni di Klein-Gordon
in cui m = 0).

OG(z —y) =d(z —y)
4, ela(z—y)

2m)4 q% +ie

f(z) = —/d4yG(a: —y)0,A"(y)

In presenza di correnti assegnate la risoluzione delle equazioni di
Maxwell e banale. La cosa difficile da risolvere ¢ quando il campo
elettromagnetico a sua volta modifica le correnti e le cariche, questo
e un problema insolubile, sia classicamente, che, a maggior ragione,
quantisticamente. Per provare a capirci qualcosa applicheremo la teo-
ria delle perturbazioni, che ci permettera di descrivere alcuni fenomeni
quantitativamente in maniera corretta.

3.2 Formalismo canonico per il campo elet.
tromagnetico

Vogliamo adesso estendere quanto detto per i campi elettromagnetici
al mondo quantistico; occorre quindi definire una azione e da quella
ricavare le quantita canoniche analogamente a quello che abbiamo fatto
per il caso relativistico. Non ricaviamo l'azione direttamente ma ci
accontentiamo di dimostrare che questa da i giusti risultati.

L’azione e data da:

1
S = / d%:{—ZFWF“”} + ( / d'zA,J")

~




senza l'oggetto fra parentesi otteniamo le equazioni di Maxwell omo-
genee, ovvero quelle in cui non ci sono densita di cariche e correnti;
per semplicita consideriamo questo caso. Come verifichiamo che I'a-
zione sia giusta? facciamone la variazione e vediamo se riotteniamo la
relazione 0,F" = 0. Facciamone una forma abbreviata variando solo
I'argomento dell'integrald}:

5{ o iFNVFW} - —%FW(SF“V - _% W(5(8VAM - aﬂAy))

Integrando per parti come fatto per il caso relativistico abbiamo:

1 1

~ (o n_ Z(gn v

5 (07 Fw )0 A" = (0" Fu )0 A
se cambio u in v e viceversal| nel secondo pezzo i due termini sono
proprio identici a meno della F in cui sono scambiati in posizione; ma F
¢ antisimmetrico quindi il meno diventa piu e posso scrivere, reinserendo
I'integrale:

55 = / 2'2(7F,,)5A) = 0

da cui si conclude che la variazione ¢ nulla sempre se 0"F),, = 0 che ¢
quello che volevamo avere.

Le coordinate lagrangiane sono quindi le A* e le Are 1 momenti
coniugati sono:

oL

0A?
Questi risultano nulli e il motivo e profondo, infatti il formalismo ca-
nonico classico mi da le ¢ e quindi mi perette di sapere l’evoluzione
nell'immediato futuro (o quella passata). Nel nostro caso invece questo
¢ impossibile perche le equazioni sono risolte anche per A¥ = A* 4+ 9F¢;
per cui posso partire al tempo t=0 con delle condizioni iniziali poi al
tempo t=t’ cambiare la ¢ e avere che le condizioni iniziali sono le stes-
se perche a t=0 la ¢ era nulla ma ora avere due soluzioni distinte. Il
problema di Cauchy non e piu univocamente determinato! a questo

TA

311 procedimento & analogo a quello per le equazioni di Klein-Gordon, che & stato svolto per intero
nelle sezioni precedenti.

4Notate bene che non si scambiano gli indici ma si cambia loro nome ed essendo indici muti questo
crea problemi.



si rimedia scegliendo una gauge in modo tale che la ¢ sia definita in
partenza e fissata.

Invece di scegliere la gauge di Lorenz pero, mettiamoci in quella
di Coulomb in cui non ¢ la quadridivergenza ad essere nulla ma la
divergenza spaziale:

divA =0

Questo modello ha pregi e difetti, infatti questa formulazione non e
covariante e i risultati dati non saranno covarianti automaticamente;
tuttavia venendo da una teoria covariante ¢ ragionenevole ammettere
che anche questi saranno covarianti (in pratica occorre fare un po di

magheggi).
0" F,
divA =0

Abbiamo quindi:
adesso convinciamoci che possiamo scegliere questa gauge, ossia trovia-
mo la forma funzionale della f:

A= A+V — divA = divA+Af =0 — Af = —di

ma questa e formalmente uguale all’equazione di Poisson e quando
abbiamo a che fare con un’equazione di Poisson la soluzione ¢ data da:

—,

f(r) 1/Mdr

T An (r —1,)?

quindi abbiamo la f e la gauge e possibile.
Prendiamo quindi le equazioni di Maxwell omogenee e applichiamo
la gauge:

OA, — 8,(0"A,) =0

prima nel caso con g = 0 e poi con p = .

OA, — 0,(0°A, + 0'A;) = 0 — OA, — 0,0°4, = —AA, =0
=0

e risfruttando la legge di Poisson otteniamo

A, =0 (3.7)



Ora le coordinate spaziali:
OA; — 0;(0°A,+0'4;) =0 —
—~— =~
=0 —0
A; =0

Questa e l'equazione di Klein-Gordon con m=0 e con A al posto
della ¢!

3.2.1 Forma dei campi elettromagnetici

Vogliamo adesso passare alla soluzione del campo e.m.; abbiamo risolto
I’equazioni del moto con la formula:

o,F" =0
che rappresenta le equazioni di Maxwell purche la F sia della forma
Fr =09 AF — oM A”

questa formula insieme alla divergenza di A uguale a zero descrive
il sistema omogeneo, in cui cioe non sono presenti cariche e correnti. In
termini di A e possibile quindi esprimere i campi elettrici e magnetici
infatti:
{é —VxA
= _% A

Per esprimere quindi i due campi tutto quello che basta fare e trovare
I’espressione di A e poi fare derivate. Ma mettendoci nella gauge di
Coulomb le equazioni di Maxwell si riducono alla forma di quelle di
Klein-Gordon di cui sappiamo la soluzione:

o o d3 1 o Lo
OA=0 — A(a:):/( i (a(k)e ™ + a*(k)e'™™)

om)2 /2| k]|

Abbiamo quindi il potenziale vettore come combinazione lineare di onde
piane. Gli a non sono indipendenti perche divA e nulla quindi:

o Bk 1 - S
0=VA= / ( k- a(k)e ™ + c.c.)

VLT



La divergenza tridimensionale agisce sull’esponenziale e porta giu un
fattore (iK) e osservando 'espressione si vede che per essere nulla la
divergenza, i prodotti scalari devono annullarsi:

k-a=0

Cerchiamo ora di sfruttare questa condizione per per riformulare
I’espressione di A in modo da mettere in evidenza le sue caratteristiche
fisiche. Per ogni modo k introduco due vettori associat, excon A =1,2.
Questi due vettori li scelgo in modo che:

1. k-&, =0 siano ortogonali a k
2. €-€; = 90;; essendo scelti arbitrariamente li scelgo ortogonali fra

E’ da notare che queste due condizioni non li identificano univocamente,
infatti possono essere ogni coppia di vettori ortogonali giacenti nel piano
perpendicolare a k.

Ma anche o appartiene al piano perpendicolare a k e di conseguenza
posso esprimerlo come combinazione lineare dei due A:

a(k) = Z ax(k)éx(k)

=1

Riscriviamo A come:

- dk 1 S ik
A:Zi:/(mr)g\/m(ak(k)epszlonﬂa g + c.c.)

e capiamo subito che stiamo descrivendo la polarizzazione di una onda
e.m libera dove gli epsilon sono i vettori di polarizzazione.

Poniamo ora c=1 e scriviamo le espressione del campo E; basta
derivare rispetto al tempo 'opposto di A:

- &Pk 1 - .
E = E - Y & ilk —ikx ¥+ c.c.
- /(2#)2 2|k|(aA( )\/EA ilkle CC)

il campo elettrico oscilla ortogonalmente alla direzione di propaga-
zione k, infatti ha come versore e.

>Che possono essere reali o complessi, prendiamoli ad esempio due reali.



Prendiamo ora una sola onda piana; se epsilon e reale allora posso
raccogliere i termini che moltiplicano gli esponenziali e questi ultimi mi
diventano un seno od un coseno; se € ¢ complessa devo prendere la parte
reale:

Re(arere™ + e aje

Una cosa analoga puo essere fatta per il campo magnetico dove il rotore
agira sulla parte spaziale dell’esponenziale. Trattandosi solo di conti
che non aggiungono niente di concettuale a quanto fatto per il campo
elettrico li omettiamo.

3.2.2 Fotoni

Applicando le regole di commutazione otteniamo le relazione che devono
soddisfare gli operatori quantistici del campo elettromagnetico:

—

[aA(E),aA/(k’)} ~0

— —

{aA(lZ), ax( f)} = Sund(k — )

Anche con questi operatori ¢ possibile definire uno stato di vuoto,
che ¢ annichilito da qualunque operatore di distruzione:

ax(k)[0) =0

Analogamente a quanto visto con i campi di Klein-Gordon anche in
questo caso possiamo creare stati con una o piu particelle:

a; (k) |0)

Questo stato descrive lo stato di un fotone, che ha vettore d’onda k e
polarizzazione lungo ).
Ovviamete possiamo avere anche stati con piu fotoni:

ay, (k1) - a3 (ka) |0)

Come si puo scrivere uno stato “classico”? Uno stato classico e
uno stato in cui possiamo misurare un campo elettrico e un campo
magnetico, la cui dispersione sia trascurabile rispetto al valore che
misuriamo.



Sappiamo l’espressione operatoriale del campo elettrico (E = —A)
Il campo elettrico classico e infatti una media sullo stato quantistico
dell’operatore campo elettrico.

(W|Ep)

Nell’ipotesi di campo classico devo avere dispersione trascurabile, que-
sto equivale ad imporre la condizione:

(E%) ~ (E)°

Se questa e la condizione di campo classico, e facile dimostrare che
nessuno stato contenente un numero determinato di fotoni ¢ uno stato
classico, infatti:

(E) = (Olax, (k1) -~ ax, (kn) E_ax, (k1) -+ ax, (kq)|0) = 0

L
at+a
Infatti I'operatore E contiene nella sua espressione una somma di a e
a™, che se vengono applicati ad uno dei due stati, portano questa media
ad essere uguale al prodotto scalare di stati che hanno diverso numero
di particelle (e sono ortogonali).

L’unico modo per non far annullare questo valore medio ¢ quello di
realizzare uno stato di sovrapposizione lineare di stati con numeri diffe-
renti di fotoni. In questo modo quando applico 'operatore di creazione
o di distruzione su uno stato e vado a farne il prodotto scalare per una
combinazione lineare di stati con diverso numero di fotoni potrei avere
un valore diverso da zero.

Il campo elettromagnetico classico non corrisponde quindi alla me-
dia su stati con tanti fotoni, ma alla media su stati con differenti fotoni.
Se prendessi in considerazione solo stati il cui numero di fotoni e fissato
non riuscirei a misurare un campo elettrico (o magnetico). Per realiz-
zare uno stato con media del campo elettrico non nulla devo realizzarlo
come combinazione lineare di un numero differente di particelle (devono
comunque essercene molte in modo da non percepire la differenza di-
screta energetica dovuta alla creazione o alla distruzione di un fotone).
Quindi in uno stato classico il numero di fotoni non & definito, significa
che sono simultaneamente presenti numeri differenti di fotoni.

Calcoliamo ora gli osservabili associati al campo elettromagnetico
quantistico: Otteniamo il quadrimpulso come gia fatto per 'equazione
di Klein-Gordon, sfruttando il teorema di Noether.



Queste quattro quantita sono conservate, perché la lagrangiana e
invariante traslazionale. La nostra lagrangiana puo essere scritta come.

1
C — _ZFMVFMV
Il campo ¢ soluzione dell’equazione di Klein-Gordon ¢ il quadripo-
tenziale A. Riscriviamo la densita lagrangiana in modo piu esplicito:
1 1 -
L= —SFyF" = JFFY
I1 fattore % e dovuto al fatto che per ciascun valore di 7 in realta abbiamo
due termini uguali Fy; F* e FjoF™.

oL OFY

— = _F()i :
0AH 0AW
Dove abbiamo sfruttato il fatto che le componenti spaziali di Fj; sono
indipendenti da A (che e il campo elettrico, mentre Fj; € il campo
magnetico).
Poiché sappiamo che nella gauge di Coulomb A% = 0 (vedi equazio-
ne , sfruttiamolo per fare la seguente sostituzione:

OzzaiAO_aoAi:aoAi

0L _ 00N _ gy
DA (Do Ar) g
oL

Ora sono in grado di scrivere esplicitamente 'espressione dell’ener-

| H = /d3 [A——E]



) 1
H= / d*x [AiFOZ + ZF,WFW]

Dividiamo la lagrangiana come fatto precedentemente in parte spaziale
e parte temporale:

. . 1 . 1 .
H = / &z [AiFOZ + S FuF + ZF”'F”] (3.9)

Vediamo come possiamo riscrivere i termini:

Foy=—-F"=-F'
1 . 1
—Fy P = —=(E")? 3.10
SFuF® = — (B (310
Analogamente le componenti magnetiche:
Facciamo il caso di indicii =1e 57 = 2:
FioF? 4 By F*' = 2(B%)?
Sostituendo questa espressione, e la [3.10| nella [3.9] otteniamo:
3 po0i Lo 1o
H= | dz |AF"—-E“+-B

2 2

L

La combinazione E? — B? rappresenta la densita lagrangiana, per-
tanto ¢ un invariante di Lorentz.

H = / Az [AZ-FOZ' — %(EQ — BQ)}

H = /d?’x [((90Ai — ;A FY — %(E2 - BQ)]

Abbiamo aggiunto un termine che dimostriamo essere nullo:

/ Bro,AgFV = — / BrA0;F" =0



Questa espressione e ottenuta integrando per parti, si annulla il termine
OiF" =0

che corrisponde alle quazioni di Maxwell non omogenee. Torniamo
all’espressione di H

H= /d% [(EOFW - %(E2 - 32)]
H= / >z [(FOiFOi — %( E? — 32)}
H = / P [E2 Bz)]

2/d3 (E2+B2)

L’energia elettromagnetica & pari all’integrale di E? + B2, risultato
che gia avevamo dalla teoria classica. Ricaviamo 'impulso spaziale.

aAk
= / dPrFo " = / d*wFye™ B =
_/dngkBlgkil:

NG
= / P <E X B>
Che ¢ proprio L’iesima componente del vettore di Poynting.

3.3 Conservazione del momento angolare

Abbiamo visto come si esprime il quadrimpulso di una particella quan-
tistica:



Queste quantita si conservano per campi elettrmagnetici liberi. Nel
caso in cui ¢’e¢ materia non saranno singolarmente conservate, ma si con-
servera l’energia e I'impulso totale, considerando anche I'energia della
materia e I’energia di interazione tra campi e materia.

Possiamo esprimere il quadrimpulso direttamente in termini degli
operatori di creazione e distruzione, ricordando che i campielettroma-
gnetici rappresentano un caso generale dell’equazione di Klein-Gordon.
In questo caso il quadrimpulso puo essere espresso:

W=y [ vl G

P =Y [l G
A

Questi due operatori rappresentano la somma delle energie (o degli im-
pulsi) di tutte le particelle presenti nel sistema (I'operatore ay (p)ax(p)
conta le particelle nel sistema di impulso p e con polarizzazione lungo
A). Da queste relazioni abbiamo gia tolto I'energia dello stato di vuoto,
che abbiamo posto pari a zero.

A e l'indice che identifica classicamente lo stato di polarizzazione
dell’onda elettrmagnetica, che puo variare su due valori. Due stati che
hanno pari impulso ma differente A sono ortogonali, infatti:

(Olax, (P)ax, ()10) = (0] [ax,(£), ay,(7)] 0) = dx,»,

Qual e I'interpretazione quantistica di questo grado di liberta in piu
che hanno i fotoni rispetto ai campi scalari di Klein-Gordon? Nel caso
classico A corrisponde allo stato di polarizzazione dell’onda elettroma-
gnetica, nel caso quantistico rappresenta lo spin dei fotoni. Questa
interpretazione nasce dalla definizione di invarianza del campo elettro-
magentico per rotazioni nello spazio di Lorentz. La simmetria del grup-
po di Lorentz proprio implica la conservazione del momento angolare
delle particelle.

Mentre per le traslazioni questo comportava l'invarianza di 4 quan-
tita (energia e impulso) vedremo che la rotazione ci da linvarianza
rispetto a seil parametri.

Quindi ci occupiamo di ricavare la quantita conservata sfruttando
il teorema di Noether quando 1’azione ¢ simmetrica rispetto a trasfor-
mazioni di Lorentz proprie. Il procedimento dimostrativo e del tutto



analogo a quello che abbiamo seguito nel caso delle traslazioni (vedi
Sez. [2.6)).

L’invarianza dell’azione implica 'invarianza della densita lagrangia-
na, la condizione che dobbiamo imporre ¢ quindi la seguente:

Le trasformazioni che mi portano da 2’ a x sono le trasformazioni

di Lorentz:
/
o = Ala”

Il campo elettromagnetico si trasforma anche lui secondo le trasfor-
magzioni di Lorentz:

A = A1 AY

Tuttavia, per non perdere di generalita, supponiamo che la densita
lagrangiana £ sia funzione di campi spinoriali. I campi spinoriali sono,
ad esempio, quelli che risolvono 1’equazione di Dirac, argomento del
prossimo capitolo. La trasformazione delle quantita spinoriali e definita
nel seguente modo:

O (z) = S(A)Py(x)

I1 caso in cui @ coincida proprio con il campo A la funzione S & sempli-
cemente definita:

S(A) = A

Per cui considerando la trasformazione spinoriale otteniamo come
caso particolare anche la trasformazione del campo elettromagnetico.

Come sono fatte le matrici A per trasformazioni di Lorentz infinite-
sime? Saranno scrivibili come un termine infinitesimo sommato ad una

matrice indentita:
A =68 4 €l

In tutto il procedimento trascureremo gli ordini di €? (questa non
e un approssimazione, in quanto alla fine si fa il limite per ¢ — 0 e
N — oo, dove N e il numero di trasformazioni infinitesime, e 1'unico
termine finito & Ne, i termini di ordine Ne? o superiore vanno a zero).

Imponiamo la relazione che deve soddisfare e affinché A sia una
trasformazione di Lorentz:

gw/AMaAVB = Yap



gw/((s/fx + 6’3)( VB + €V6> = Yap
Da cui si ottiene:
Guwd'o €5 + g 05", = 0
g(weyﬁ + gupely, = 0 (3.11)

Possiamo definire gli abbassamento degli indici delle epsilon come
se fossero tensori doppi, questo abbassamento e una definizione ad hoc,
in quanto € non e un tensore. Definisco € con indici bassi come la
saturazione dell’indice abbassato con il tensore metrico, per brevita di
scrittura.

g,uyeua = €pa

Da cui lespressione (3.11)) diventa:
€ap + €Ba — 0 (312)

Da cui abbiamo dimostrato che perché A rappresenti una trasforma-
zione di Lorentz, € scritto con indici bassi deve essere antisimmetrico. Il
numero di parametri indipendenti per le € sono 6. Con questa relazione
possiamo sviluppare in serie al primo ordine la funzione S che trasforma
le quantita spinoriali:

Sab(A) = Oup + %EMVM(Z)V
L'oggetto M! & la parte antisimmetrica del tensore che mi defini-
sce la “derivata” prima della S rispetta alla trasformazione di Lorentz
(questo poiché e prodotto per un oggetto antisimmetrico). A questo
punto siamo in grado di variare la densita lagrangiana per cercare la
quantita conservata.

7\

0=L'(a)) - L(z) = L(2) - L'(z)+ L (z) — L(x)

La prima quantita rappresenta la variazione della densita lagrangiana
per spostamenti di coordinata mentre la seconda e la variazione dovu-
ta alla modifica della forma funzionale della densita, che equivale alla
variazione della ¢ e della ¢. Quindi per prima cosa calcoliamo come
variano x e :

{x’“ =l + ez’ — Szl = ela”

¢'(x) = p(x) — Opp(x)ela” + %GWM“”gp —  dp = —0,p(x)elx” +



La viariazione della x ¢ abbastanza banale mentre per la d¢ spen-
diamo due parole. Abbiamo:

14 1 14
¢'(Ax) = oo’ + ez”) ~ p(a) + S M p(a")en,
ora per ottenere ¢ dobbiamo fare la trasformazione inversa e sappiamo
che per le trasformazioni infinitesime del tipo:
1

B=I+& — B'l=——~1I1-¢
" [+¢

quindi otteniamo
v 1 1%
P(x) = oot — ela”) + M p(a)ey,

dove nell’ultimo termine dovrei mettere la trasformata di x ma
essendo ¢ moltiplicata per e sviluppandola a sua volta avrei termini
superiori.

Siamo ora in grado di scrivere le variazioni dei due termini

oL _ L v
L] W(SQTM = WGZUI

oL oL
o 500+ mé(ﬁﬂap)
Quindi mettendo tutto insieme ottengo:

oL oL oL
—eh ¥+ —4§ ——0(0,p) =0
G + Do P 00, (Ouep)
ora uso le equazioni dei Fulero-Lagrange (infatti la conservazione
implicata dal teorema di Noether avviene solo lungo le equazioni del
moto!).

oL
(6u£)€gul‘y + (9M {m&p} =0
Ci siamo quasi dobbiamo solo sostituire la variazione di ¢ e giocare
un po con gli indici.
Cominciamo notando che € e antisimmetrico per cui le componti con
lo stesso indice sono nulle €, = 0, quindi

(‘%ﬁ)eﬁxy = 8ﬂ(£eﬁux”)



infatti la derivata agisce sempre su un termine con indice diverso: quan-
do l'indice di x e p0, € € nullo. Quindi:

oL

(L") = O 5=

1
Oup(z)elx” + EEWMW@)} —0

ora voglio avere tutti gli epsilon con gli indici bassi in modo da
poterli raccogliere; uso il tensore metrico e per non curarmi del segno
in ogni gruppo alzo un indice e ne abasso un altro:

oL
00,
oL 1
epy{aﬂ(w) ~ 9, [ e (07 ()2 + 5M%)] } )
"

ora voglio abbassare la p per avere tutte le derivate in evidenza e
poter raccogliere anche loro:

0’ (Leyx”) — 8,{ (07p(z)ema” + %epyMp”gp)} =0

oL
00,

1
ep,,{g"’“(?u(ﬁa:’/) — GM{ (07p(z)z"” + §M’”’gp)} } =0
La € e una quantita piccola ma arbitraria quindi voglio toglier-
la e avere di conseguenza una relazione vera per ogni trasformazione
infinitesima;per topero mi devo assicurare che:

€’ Bag =0= Bas =0

Nel nostro caso la € ¢ antisimmetrica e noi sappiamo che il prodotto
di una quantita simmetrica per una antisimmetrica e nullo. Scritta cosi
quindi la relazione necessita dell’e per annullarsi. Se allora spezziamo
B nella parte simmetrica e antisimmetrica

Baﬂ + Bﬁa) + (Baﬂ - Bﬁa)

Ba5=( 2 2

avremo che la parte antisimmetrica di B deve essere nulla indipenden-
temente da e, infatti divisa 1’espressione posso considerarlae arbitraria
e toglierla.

0(?9590 (1 (8pgp(:c)x”—8”g0(x)xp) +%M’”’gp)) } _

3#{1 [gpuﬁxl/_gﬂv[;xp} _ :

2



Abbiamo finito! chiamiamo la quantita fra parentesi graffe:

mh? = { [gp“ﬁx”—g“yﬁxp} - 8g£g0 ((5’) p(z)r”—0"p(x)a") + M pygp)> }
1

(3.13)

che e la quantita conservata per il teorema di Noether.

m*? & un tensore triplo antisimmetrico per scambio degli indici v
e p, e soddisfando la legge di conservazione d,m"”? = 0 ricaviamo un
tensore a due indici:

L' = /d?’xmoup

i cui termini spaziali L sono le tre componenti del momento ango-
lard]

Per dimostrarlo qualitativamente prendiamo un campo scalare con
MH* =0 e vediamo a cosa si riduce m*"?:

oL
— = (a7 — 2P| — (¢YPz¥ — ¢"P2°) L
G I )el — (g 9 )L

=0

mOup —

dove l'ultimo termine ¢ nullo per le proprieta di g (p deve essere 0 nel
primo g per avere un valore non nullo e di conseguenza del secondo).
Riandando avedere la definizione di T possiamo riscrivere L come:

L = /d3x (x”TOp — x’)T”O)
Se per esempio prendiamo la componente 1,2 abbiamo:
LY = /d3a: (2'T” — 2*T") = 2'p® —2?p!  — L=&xyp

conp’ = [ 32T (z); bisogna tener presente che questo & solo un modo
per figurarci la quantita 'classicamente’ ma volendo essere rigorosi I'in-
tegrale della densita di inpulso 7% da 'impulso se integriamo su tutto
il volume, ma se ci restringessimo ad una parte e aggiungessimo una
divergenza all’integrale questo darebbe matematicamente lo stesso ri-
sultato ma sarebbe piu difficile interpretazione fisica. Teniamoci quindi
questa ’dimostrazione’ come un modo di vedere le cose.

6E’ utile ricordare che la divergenza spaziole di m***? & nulla quindi di fatto la derivata si riduce
a una rispetto al tempo.



Ora esplicitiamo la relazione di L come osservabile quantistico; per
far cio ricordiamoci cosa e @

dv —ipT c
p(z) :/m(%@ +h.c.)

e andiamola a sostituire nell’espressione di L. Facendo un bel po di
calcoli, risolvendo I'integrale ricordandoci di ordinare gli a e a™ ottenia-
mo che il vettore momento angolare lo possiamo esprimere tramite gli
operatori di creazione e distruzione nella forma:

L= /d3pa;(iﬁ>< V,)

Notiamo che l'operatore e analogo a quello della prima quantizza-
zione nella rappresentazione delle p (in cui z = —idip). Ora lo stato di
vuoto applicato al momento angolare non e autostato in generale infatti
stato non va in se stesso se ruotato di una generica quantita:

La™ |0) # aa™ |0)

Una eccezione importante e quella di una particella in stato di quite
, in questo caso lo stato e invariante per rotazion e quindi applicato a
L che ¢ il generatore delle rotazioni mi da ’autostato con autovalore
nullo.

Un altro caso ¢ quello in cui guardo nella direzione di moto della
particella, anche stavolta una rotazione dello stato attorno all’asse dato
dal moto non mi modifica lo stato.

3.3.1 Lo spin

Questi due esempi ci tornano molto utile per descrivere lo spin. Infatti
per capire qual e il momento di spin si mette la particella a riposo se
ne calcola il momento angolare, se questo ¢ divero da zero ho trovato
lo spin della particella. Se ottengo zero ho una particella a spin zero;
Ci manca di considerare il caso in cui la massa della particella sia
nulla. In quest caso non posso metterla a riposo perche deve muoversi
alla velocita della luce! qui ci viene in aiuto il secondo caso particolare
tratto prima. Se guardo nella direzione del moto e applico L ottengo la



proiezione dello spin lungo quella direzione. Poiche per particelle senza
massa lo spin ha solo due proiezioni il gioco e fatto.
Ora andiamo a considerare le altre tre quantita conservate

LOI — /d3x ($0T0i o szZO) — LOI — $0/d3$ (xOTOi) o /dgfl,’ (szZO)

abbiamo il primo termine che dipende esplicitamente dal tempo e noi
sappiamo che il teorema di Herenfest generalizzato al caso di operatori
dipendenti esplicitamente dal tempo afferma che la derivata temporale
di un operatore e uguale al commutatore con H piu la derivata temporale

parziale: 5
df —of
@~ or T

quindi le L% non possono commutare con l’energial sono comun-
que conservate e possono essere interpretate come la media pesata del
baricentro dell’energia.

dL" - d o
0= d 0 =9 — ﬂ dB.Z'TZO.TZ
X i
%Idi’)xTOOxi pz

[T#z [ T0dz

Dove abbiamo sfruttato il fatto che la derivata totale temporale di L
e nulla e abbiamo diviso ambedue i membri per una quantita costante.
Inoltre se portiamo il denominatore dentro la derivata (¢ una costante)

si ottine: ,
d f BTV
dx0 f TOPBz | cost

ovvero che il baricentro si muove di moto uniforme.

3.3.2 Spin dei fotoni

Cerchiamo ora di calcolare il momento angolare anche per campi di tipo
vettoriali (come il campo elettromagnetico). Definiamo la matrice M
antisimmetrica che descrive la trasformazione di questo tipo di campi:



In questo caso il campo e rappresentato da A:
At = ALA°
S(A) =A

Il campo elettromagnetico si trasforma in questo modo, esplicitiamo
la trasformazione infinitesima:

A=T+¢

S(A)=1+¢e, M" =1+¢!
Definendo 6 A la variazione di A sotto trasformazioni di Lorentz infini-
tesime otteniamo che:
0AP = el A7 =€, MP A7
Vogliamo trovare la matrice M*~/P.
el A% =€, g"g" A°
S——
MMOV_P

Siccome e e antisimmetrico, occorre antisimmetrizzare il tensore M
appena ottenuto.
1
HVp _ 2 HP gV qVP ol
M5 =599 = 97"95)

Sostituendo questa espressione nella espressione di m (equazione [3.13]
e integrando in modo da ottenere il momento angolare:

LV = / &z m'

Si arriva all’espressione del momento angolare dei fotoni. In questo
conto occorre ricordare che l'espressione da prendere per il campo e
quella del potenziale vettore:

W

. E/ (2w)d\];ﬁ AP+ ag (P)e]

Per i fotoni risulta esserci un momento angolare orbitale € un mo-
mento angolare di spin. Per i fotoni, particelle di massa nulla, non e



possibile definire lo spin come si fa per particelle dotate di massa. Se
la particella ¢ dotata di massa infatti ¢ sempre possibile mettersi in un
sistema di riferimento in cui la particella non ha impulso e calcolare
lo spin misurando il momento angolare totale del sistema. Nel caso
di particelle prive di massa questa operazione ¢ impossibile, in quanto
non esiste sistema di riferimento in cui le particelle sono a riposo. Per
definire lo spin di queste particelle & necessario misurare la loro eliti-
cita, definita come il momento angolare misurato lungo la direzione del
moto.

Questa misura e invariante relativistico solo per particelle di massa
nulla. Nel caso del fotone possiamo comporre stati in questo modo:

[al(lg) + iCLQ(E)} 0)

Questo stato rappresenta un singolo fotone scritto come combinazione
lineare delle due polarizzazioni A scelte. Calcolando 'operatore L nella
direzione del moto di questo stato si puo verificare che si ottiene +1
a seconda del segno della combinazione lineare. Tutte le particelle di
massa nulla devono avere per forza due stati di spin, che sono i due
stati definibili attraverso la misura dell’eliticita. Il modulo dell’eliticita
del fotone e 1, quindi lo spin del fotone e definito pari a 1.

Una particella quantistica con m # 0 e spin 1 avrebbe a disposizione
3 stati di polarizzazione (rispettivamente -1, 0 e 1). Il fotone ha solo
due stati di polarizzazione. Questo ¢ dovuto al vincolo in piu imposto
dalla gauge di Coulomb che la divergenza di A sia zero.

3.3.3 Campo elettromagentico classico

Abbiamo gia visto che un campo elettromagnetico con un numero fissato
di fotoni non puo essere un campo elettromagnetico classico (poiché il
valore atteso di A ¢ zero). Come si definisce un campo elettromagnetico
classico? Mettiamoci all’interno di una cavita a volume finito, in modo
da discretizzare gli impulsi.

A= ZZ\/* ax(p)e” m"‘a;(ﬁ)eipx]



Si costruisce uno stato coerente che e autostato dell’operatore dei
annichilazione:

ax(k) |a) = a(k) o)

E possibile ricavare un espressione algebrica per lo stato |a).

Questo stato coerente non e autostato dell’hamiltoniana, ma ha un valor
medio di A non nullo:

«
V2l

Questo stato rappresenta bene il fascio di luce prodotto da un la-
ser. Ovviamente non ¢ definito il numero di fotoni, ne I'energia di
questo stato. Questo e il campo generato da un laser, ed e un oggetto
quantistico.

Lo stato che descrive invece la luce prodotta da una lampadina e un
oggetto molto piu complesso, poiché la luce ¢ incoerente. Per schema-
tizzarla correttamente occorre usare la teoria della matrice densita.

(o] Ala) = (ae™™ + c.c.)



Capitolo 4

Equazione di Dirac

L’equazione di Dirac fu ottenuta dall’omonimo fisico poco dopo la sco-
perta dell’equazione di Klein-Gordon. All’epoca ancora non si sapeva
interpretare ’equazione di Klein-Gordon come un equazione operato-
riale per i campi, e non si riusciva a dare senso fisico alle soluzioni ad
energia negativa che sembravano nascere da quell’equaziond] Per risol-
vere il problema Dirac propose di evitare la quadratura dell’equazione
di Klein-Gordon, che introduce soluzioni spurie ad energia negativa e
lasciare 1’equazione che descrive la funzione d’onda come un equazione
lineare, interpretando in modo non relativistico ’osservabile impulso:

P = —ihV

— iha = v/m2ct + p?ctp (4.1)

Dirac propose di linearizzare ’equazione di Schroedinger in questo
modo:

0
— iha—f = (mc®B+cd-p) ¢ (4.2)
Con questa scelta abbiamo di fatto eseguito la radice quadrata dell’e-

spressione [4.1]
Mancano da determinare i coefficienti o e 8. Questi devono essere

operatori, che agiranno sulla funzione d’onda ¢. Possiamo rappresen-
tare gli operatori a e § come matrici quadrate, che agiscono sul vettore

d’onda.

1 Abbiamo visto nel capitolo dell’equazione di Klein-Gordon che in realtd non & l’energia della
particella ad essere negativa, poiché quella ¢ sempre definita attraverso 'hamiltoniana (che ¢ definita
positiva), ma la frequenza di oscillazione. Tuttavia all’epoca ancora si interpretava ’equazione come
un problema agli autovalori dell’energia per la funzione d’onda.




Ovviamente 'equazione deve risoltare invariante relativistica, que-
sto ci pone un vincolo sugli operatori o e 3. Per far si che gli operatori
soddisfino questa condizione possiamo quadrare 1’equazione di Dirac e
imporre che sia uguale all’equazione di Klein-Gordon (che sappiamo gia
essere invariante relativisticamente).

Gli operatori a e 3 agiscono su uno spazio differente rispetto allo
spazio delle . Immaginiamo di rappresentarli come matrici quadrate
che agiscono su un vettore 1 (z):

Yi(x) = ()

Quindi la P (che & un operatore che agisce sullo spazio delle x) com-
mutaf?| con o e .

L’operatore che appare davanti alle ¢ nell’equazione (4.2) a destra
deve essere hermitiano, quindi « e 5 devono essere hermitiani.

g=at  B=p"

Quindi la funzione d’onda v vive nello spazio prodotto tensoriale tra
lo spazio delle coordinate (su cui agisce il gradiente) e lo spazio discreto
su cui agiscono gli operatori a e 3.

Queste equazioni in generale non sono invarianti relativistiche, dob-
biamo trovare quali vincoli legano gli operatori a e § perché I'equazione
sia covariante. Se quadro l’equazione di Dirac tuttavia devo ritrovare
I’equazione di Klein-Gordon, di cui abiamo gia discusso la covarianza.
Vediamo quali condizioni ci impongono questo sui parametri o e 3.

0y 5 o
[— 2 ~ . 2 , —_—
h— e = (ca - P+ fmc?)ih 5
2
887;& (cd - P+ pmc*)*y

Sviluppiamo esplicitamente 1'operatore tra le parentesi al quadrato:
— — 2 —
(c@ - P + Bmc?)* = ¢ (52- P) + m2c' 5% 4+ mc? {B, a - P}
Dove le parentesi graffe rappresentano ’anticommutatore:

{A, B} = AB + BA

%In altri termini « e B non dipendono da z, quindi quando si fa la derivata (P nella base delle =
¢ la derivata spaziale) si comportano come delle costanti.



Tutta questa espressione deve essere pari al laplaciano piu la massa al
quadrato (eq. Klein-Gordon). Da questa uguaglianza ricaviamo subito
due relazioni:

{5,&-13}:0
=1

La prima condizione puo essere riscritta, sfruttando la commutativita
tra 0 e P:

i
{B,0'} =0
Le uniche derivate che sopravvivono devono essere le derivate secon-

de rispetto alle variabili spaziali. Il termine che genera queste derivate
e quello quadratico in P:

N2 o
? ((Y- P) = —h%%z’oﬂ@z@j

Il tensore P? ¢ simmetrico rispetto allo scambio per indici, quindi I'unica
parte che sopravvive del prodotto e la parte simmetrica di o'a’:

N 2 o Jal
02 (O_ZP) :—h202aa —;& Oéal'&j

Poiché deve sopravvirere solo i termini in 97, otteniamo la condizione
sulle a: o o
a'al +ala’

2
Questa condizione puo essere scritta in modo piu leggibile:

= §Y

(') =1
Quindi le tre condizioni su « e S che otteniamo sono:

(@)'=1 =1 {a,8}=0 (4.3)

Queste condizioni ci fanno capire immediatamente che 8 e o' non
possono essere dei semplici scalari, poiché per avere anticommutatore
nullo tra due scalari, uno dei due deve essere zero, mentre entrambi al
quadrato devono dare 1.

Con queste condizioni abbiamo riprodotto I’equazione di Klein-Gordc
Le condizioni ci dicono che « e B possono avere come autovalori £1.



Vediamo ora che la traccia di entrambi questi operatori deve essere
nulla:

Tr(a') = Tr(BBa’) = Tr(Ba’B) = —Tr(a'B?)
Tr(a") = —Tr(a)
Tr(a’) =0

Con una dimostrazione analoga e possibile mostrare che anche § ha
traccia nulla. Questo ci da un importante informazione sulla dimensione
dello spazio su cui operano « e 3. Le dimensioni dello spazio deve essere
pari, poiché nella base che diagonalizza questi operatori sulla diagonale
devono esserci tanti 1 quanti -1.

Qual e la dimensione piu bassa possibile per cui si possano definire
gli operatori o e 87 Nello spazio 2x2 le uniche matrici che soddisfano
le condizioni [4.3] sono le matrici di Pauli.

Purtroppo le matrici di Pauli sono solo 3, mentre a’ e 3 sono in
tutto 4 matrici(se perd m = 0 non c’¢ beta e questa & una scelta pos-
sibile). Quindi due dimensioni sono troppo poche per costruire a e S,
passiamo in quattro dimensione, realizziamo quindi queste matrici in 4

dimensioni.
I 0 0 o
(1) o= (%)

E facile verificare che queste matrici soddisfano realmente le regole di
anticommutazione:

) (5 8) (5 5) (0 9) =
(0 5) (o 7))

Qualunque trasformazione unitaria trasforma queste matrici in altre
che soddisfano la stessa algebral Quindi c¢’@ una certa arbitrarieta
tra quali matrici scegliere. Si puo dimostrare che l'operazione di anti-
commutazione sono realizzate a meno di una trasforamzione unitaria in
maniera unica. Adesso bisogna vedere se abbiamo ottenuto realmente

3In linea di principio basterebbe una trasformazione qualunque, tuttavia la trasformazione uni-
taria € 'unica che mantiene le matrici hermitiane, che & una caratteristica fisica richiesta per «; e

8.



'invarianza di Lorentz, e come si trasformano i vettori ¢(z) nello spazio
delle o e 3.

Riscriviamo per prima cosa l’equazione in forma conveniente: mol-
tiplichiamo ambo i membri per 8. Questa informazione non ci fa per-
dere informazione, ( e invertibile, per cui posso ricavare l’equazione
precedente semplicemente applicando 'operatore (5 inversoﬁ.

Definiamo un nuovo operatore v in questo modo:

V=8 4 =8

Con questa convensione riscriviamo 1’equazione di Dirac, ponendo
h=c=1.

zh70 ¢ ['fyi(—z'h@-) + mcg} (2
o = (/0 —m) v
(V0 —m) ¢ =0

L’operatore y*9, riveste un ruolo talmente importante nella meccanica
quantistica che Feynman ha introdotto un simbolo apposta:

P = VMau

Con questa definizione l’equazione di Dirac puo essere scritta nella
forma:

(@—m)y=0 (4.4)

Immaginiamo adesso di avere un osservatore nel sistema di riferimento
O; questo osservera un fenomeno descritto da: Un osservatore in O’
guardando lo stesso fenomeno fisico gli

(iv"0y —m)p(z) =0

attribuira una diversa equazione di Dirac (nelle sue coordinate); se pero
la teoria € covariante ritrovera la stessa equazione:

("0, —m)¢'(2') =0 con zM = Ala"

Dove v puo essere la stessa perche definita a meno di una trasfor-
magzine unitaria, che non cambia la fisica del problema.

4671 — B



Le due ¢ saranno legate da una relazione del tipo:

in cui la matrice S permettera di passare da una equazione all’altra.
Poiche per passare da un sistema A ad un sistema C, si puo prima
passare per un sistema B tale che:

o

'y = Aaplzh
I

Lo

e iz V,.P
B ABC“:UV — To = AABVAABpr
- v B

allora anche per la S vale un discorso analogo:
S(A)S(A) = S(AA)

Adesso non ci rimane altro che ricavare I'espressione di S(A). Par-
tiamo dall’eqiazione di Dirac:

0= ("9, — m)p(x) = ("9, —m)S™H(A)¢' (')

poiche ~ rimane lo stesso nei due sistemi e m ¢ una costante quello che

.o . N N &p’(x’) M/ WAl
ci interessa ¢ la quantita =5~ con x#" = Alz":

05 (a') _ 0/ (@') da”
oxk  Oxv' Oxt

e sostituendo otteniamo:

= N0 ()

0 = (i7" AL, — m)S~ (M) (')
Ora se moltiplichiamo a destra per S e abbiamo

0= [i?(A)y“S*AZ@L —m8S YA (')
e —1

:’7”

dove la quantita sottolineata dalla parentesi graffa ¢ v per confronto
con ’equazione di Dirac nel sistema O’. Il problema si riconduce quindi
all’equazione:

S(A"STIA, ="

che puo essere riscritta come

VAL = ST AN S(A)



questa equazione non e facilissima da risolvere, cominciamo con
considerare trasformazioni infinitesime in cui possiamo espandere A

come w
€ M

2
devo sapere se esiste una matrice M adeguata. Andiamo a sostituire

nell’equazione
(I—€“2 >7p<l—€“2 ):Aﬁvy

Si puo verificare che ’equazione e verificata per

1
MM — Z[yH Y
4[%7]

da cui abbiamo un’espressione esplicita per S

A~ S(A) ~ T+

1
S() =1+ 51" 7" lew

per trasformazioni di Lorentz proprie 1’ equazione di Dirac ¢ quindi
invariante; per le trasformazioni improprie (come la parita ) invece
dobbiamo risolvere direttamente la relazione S™14S = A~.

4.1 Formalismo delle matrici v

Apriamo una piccola parentesi sulle matrici ~, e sull’algebra che ne
descrive il comportamento.

La funzione d’onda v non e piu una funzione scalare, come nel caso
dell’equazione di Klein-Gordon, ma € uno spinore, descritto da quattro
componenti.

Abbiamo affrontato la trasformazione della v nei sistemi di riferi-
mento:

P(2') = S(A)(z)
Con una trasformazione infinitesima si ottiene:
S(A) =T+ gew bt ]

Aver trovato questa soluzione mi garantisce che esiste la tras infi-
nitesima. Ci siamo anche occupati della trasformazione di Parita, che



non puo essere generata attraverso una successione di trasformazioni
infinitesime, e anche per queste esiste una S(A):

V' (2) = 7" (x)

Non esiste nessuna rappresentazione finitodimensionale del gruppo
di Lorentz, quindi la matrice S non puo essere unitaria.

S-l— ; S—l

Calcoliamo esplicitamente le due quantita:

. 1 ,
S 1=f—§€wh“,7]

1
S+ — ] + gglﬂ/ [’7”,’7'/]+
Vediamolo ad esempio per un indice spaziale e uno temporaleﬂ:
. + . .
[V ] == A" = [

Mentre per entrambi gli indici spaziali:

L o o
[fyl)’y]] = [Vjafyz] = - [’Yza’Yj}
Da cui segue che:
S—i— # S—l
Quindi la S non e unitaria. Tuttavia soddisfa un interessante proprieta:
S = 4057140
Dimostriamolo:
,y05+,y0 — S—l

1 174
157" = T+ 2ewn” 7T

Nel caso in cui ¢’¢ un indice temporale tra uv si ottiene:
Y A =2 (0 =) =
— ’72’70 . ,YO,YZ —
=—["",7]

5L’operazione di harmitiano coniugato agisce solo sugli operatori, £ & un numero reale, anche se
ha degli indici, quindi 'operazione di harmitiano coniugato non agisce su di lui.



Se si prendono due indici spaziali:

P VA =9 (0 =) =
= 9" =%y =
="y — ¥y =
= [+',7]

Dove abbiamo usato le regole di commutazione tra le v spaziali e
temporali.

Questa operazione riproduce esattamente S~1. Questo ’abbiamo
dimostrato per trasformazioni infinitesime. La S non e unitaria, ma
soddisfa una relazione interessante:

ST = 51 (4.5)

Questa relazione e utile quando siamo interessati alla covarianza
semplice.

Esiste una base dello spazio delle matrici 4x4 v. Queste 16 matrici
hanno proprieta specifiche sotto gruppo di trasformazioni di Lorentz.
Queste matrici di base sono:

5 5
Ly o
Dove si definiscono le matrici nei seguenti modi:

5 - 0.1.2 3 2
VEYTYY ow =50
Le matrici o, sono solo 6, poiché il commutatore ¢ antisimmetricono
in puev.

Si puo dimostrare che sono tra loro indipendenti e formano quindi
una base dello spazio 4x4 delle matrici.

4.1.1 Spinore aggiunto

Siccome v ¢ un vettore colonna, esistera anche ™ che sard un vet-
tore riga. Tuttavia questo oggetto non soddisfa 1’equazione di Dirac
aggiunta, ¢ quindi molto scomodo da usare:

Y (x) = 9T (A



E piu comodo definire lo spinore aggiunto:

d(a) = ¢ (2)y

Come si trasforma 1:
U'(a) = (@) ST = T (2)7"STHA) = P(x)S™
V' (a') = P(x)S™

Questa 1) si trasforma con S™1 non come St e questa ¢ una pro-

prieta importantissima. Prendiamo due soluzioni dell’equazione di Di-
rac. Queste soddisfano la seguente algebra:

D(2)STISY () = ' () (2) = I

Quindi la 1 e la v se moltiplicate tra di loro danno sempre I'identita.
Inoltre 'oggetto B
(@' )y ()

Si trasforma come un quadrivettore:
-1
STNS =My

()" dy(a”) = (@) ST S(x) = (a5 Si(x)
Si trasforma tra due sistemi di riferimenti come un quadrivettore.

Lo spinore quindi, in un certo senso, e la radice di un qadrivettore
Questo vale anche in meccanica quantistica non relativistica, infatti:

proy

si trasforma come un vettore tridimensionale, le matrici v sostitui-
scono in MQR le matrici di Pauli.

Queste funzioni d’onda descrivono particelle con spin 1/2; e quindi
lo spinore corrispondente e formato da due componenti. Le altre due
compoenti dello spinore sono dovute alla presenza di soluzioni ad energie
negative.

Anche 0, genera un tensore doppio se contratto su U e .

Yoty =P [V, V] = Py — Pyt



Ciascuno dei due termini sono effettivamente tensori di rango 2, infatti
se applichiamo una trasformazione di Lorentz:

PSTIASS TN S = AL AT AP

Vediamo ora alcune proprieta della matrice +°:

7# = ,yo+ = 0
75+ _ .73+72+71+70+ _
— i3y 210 =
— iy 032t =
— iy 2e3 =
= ’y5

Dove abbiamo sfruttato il fatto che le matrici v anticommutano tra
loro.
Un altra proprieta interessante é:

Yoty = A
La dimostrazione nel caso di v° ¢ banale, nel caso di v spaziale:
' i i it
Y = ="y = - =~

Come si trasforma la quantita 1v°¢? Come uno pseudo-scalare:
Riscriviamo 7” in un modo conveniente:

5 _

g %upa’Y pialield

4|
VY =9STISyY =

)

= oS TP =

= ZE“ —EZ AN AL AGpry Py ) =
(3 vpo

= Z,p det(A)py 7y Y =

= det(A)yy°y



Questo e uno pseudo scalare, uguale in tutti i sistemi di riferimento
sotto trasformazioni proprie, cambia segno per inversione degli assi!
Gli operatori 7°v* si trasformano ovviamente come uno pseudo
vettore:
Uy = ST S = det(A)A Uy Y
La presenza di questi pseudovettori e responsabile ad esempio della
violazione della parita nelle interazioni deboli.

4.2 Soluzione dell’equazione di Dirac

ih%—f = (cﬁ a+ 5mc2) Y

La soluzione di questa equazione e un oggetto a quattro componen-
ti, prendiamo una particella spaziale, la cui dipendenza della funzione
d’onda ad onda piana a riposo (p = 0)

ua
L Bt u
Y(t,x) = wAe " u=|"
Uy
Us

Sostituiamola nell’equazione di Dirac:
- Bt

. Bt Bt
AEAe " = ifmcle "

Dove con E abbiamo indicato l’energia della particella, riscriviamo
I’equazione in componenti:

Ugy U, 10 0 O
Up | us 01 0 0 2
w | P w00 -1 o |™
Us Us 00 —1

Questa e un equazione agli autovalori per la mia particella, Possono
succedere due cose:



e = mc?, il corrispondente spinore sara:

U

Nell’equazione di Klain-Gordon avevamo una sola soluzione ad ener-
gia positiva ed una ad energia negativa. In questa equazione invece
abbiamo trovato una degenerazione doppia, questo ¢ dovuto al fato che
la particella ha spin 1/2 e quindi sono possibili due diverse orientazioni
per ciascuno stato di energia.

La linearita dell’equazione di Dirac non e bastata per eliminare il
problema delle soluzioni ad energia negativa. Ci aspettiamo quindi che,
anche in questo caso, le funzioni d’onda 1) debbano essere trattate come
campi, come abbiamo fatto con Klein-Gordon.

Come fatto per I’equazione di Klein-Gordon possiamo chiederci qua-
le prodotto scalare mantenga unitaria I’evoluzione dell’equazione di Di-
rac. Esiste una quadridivergenza che si conserva lungo il moto dell’e-
quazione di Dirac:

O (07"¢) =0
Dimostriamo questa equazione direttamente dall’equazione di Dirac,
prendiamone il complesso coniugato:

[W”am/) - m¢]+ =0
—i0 T — mapt =0
Moltiplichiamo a sinistra per +°

_iauw+7u+’70 . mw—&-,}/() —0



J
. + .0 _ 0 put+t_ 0 7
=10, "y Ty —myp =0

gl
— 10,y — map = 0 (4.6)
Sfruttiamo ’equazione e I'equazione di Dirac (4.4]) per mostrare che:
O (@Z'VM@D) =0
P = —imy

VI + 0,07 = b (—imap) + Yimap = 0
Le equazioni del moto implicano che questa quadridivergenza ¢ nul-
la, quindi abbiamo una quantita conservata:

/ Y d3x = cost

Questa e la norma che dovrebbe essere usata per risolvere ’equazione
di Dirac. Questa metrica ¢ molto migliore di quella dell’equazione di
Klein-Gordon, perché e definita positival

4.3 Limite non relativistico

Nelle scorse sezioni siamo arrivati all’equazione per una particela libera

ih%—zf = (cﬁ~ a+ ﬁch) WY

(0 @&
cona= |- , 0 7
terizzato da A e ® abbiamo:

I 0 L .
e = ; se ora aggiungiamo il campo carat-

e -
A= H— H— cd
C

e I'’equazione diventa

ih%—@f = (cﬁ-&+6m02 +e®) ¢



Per una particella classica da qui si ricava la forza di Lorent. L’e-
quazione ¢ molto difficile da risolvere, quindi introdurremmo le appros-
simazioni non relativistiche. Cominciamo con ’esplicitare la forma del-
I’equazione, che e di tipo spinoriale e che quindi possiamo esprimere in

forma matriciale usando le matrici o, g e ¥ = <§) ;

: <g5> (mc2 + ed cT -0 ) (gﬁ)
Zh ~ — — — 2 ~
X ct-0 —mct—ed ) \x
da qui si ottiene un sistema di due equazioni

ihp = (m02 +e®) @+ 7 - X
ihx = it - 3@ — (mc2 + eCD) X
ora mi aspetto due cose:

e i campi elettromagnetici non possono essere troppo intensi nella
nostra approssimazione, altrimeni le particelle verebbero accelle-
rate rapidamente divenedo dopo poco relativistiche.

e dobbiamo sottrarre I’energia di riposo che non e prevista nel limite
non relativistico.

quindi passiamo ad una nuova parametrizzazione

(5= ()

in questo modo togliamo la massa a riposo dall’energia infatti

{z’hg?) = (m02g0 + ihgb) 6_@
imct

ihx = (mc?x +ihx) e "%

quindi questo mi modifichera il fattore mc? che scompare nella prima
equazione e si raddoppia nella seconda

ihp = (eD) p + ¢ - O
thy =ciw-dp — (2mc2 + efb) X

finora le equazioni sono esatte. Adesso facciamo 'assunzione ragio-
nevole che ® << mc? altrimenti la particella viene accellerata molto



in fretta; quindi essendo mc? che ¢ molto grande butto via il termine
e®; il termine con m non posso toglierlo perche c’e ¢ di cui non conosco
la grandezza ed infine il termine a sinistra nella seconda equazione &
dell’ordine dell’energia cinetica del sistema che pero e piccola rispetto
all’energia a riposo quindi butto anche questo.

ihp = (e®)p +cm - ax
0=cT-dp —2mey

Dalla seconda otteniamo

cT -0

X = ¥

2mc?
ora lo sostituiamo nella prima:
(7 - 5)*

2m

ihg = (e®) ¢ + i
Siamo arrivati alle equazioni nell’approssimazione non relativistica.
La seconda nel caso in cui non ci fosse il campo elettromagnetico si
ridurrebbe all’equazione di Schroedinger non relativistica (® = 0).
Ora vogliamo calcolare il termine (7 - &)? e poiche siamo nel limite
non relativistico e quindi manipoleremo sempre vettori tridimensionali
sospendiamo la notazione di Eistein sugli indici alti e bassi.

(7-0)? = (7-5)(7-0) =rlo'n'c" =

= n'rlolo! = nlnl (% [O'i,O'j]Jr +% [Jﬂaﬂ) = in (5” + Z'eijkak) =

zyk z k

—7'(' + 1€ 0

Bene cerchiamo di capire cosa rappresenta il secondo termine:

giikoig ik (pi _ EAz) <pj _ EAj> _
c

C

_ 62]/4; (pzp] . sz . _A7p] + AZA]) — _Eemk (pZAj + Azp])



dove il primo e ultimo termine si annullano perche termini simmetrici
moltiplicati alla € che ¢ antisimmetrica. Passando ad esprimere 'im-
pulso con il gradiente immaginamo che il tutto sia applicato ad una
funzione d’onda per non sbagliarci con i conti.

— AT Al = i (VAT + A(TI)) =

_ ihZGijk (V7 A7) _|_é4j(vi¢)Ai(Vj¢Z

sim

1
ih=el* (VA7)

il pezzo evidenziato e simmetrico e si annulla con € e mettendo
insieme tutto otteniamo

e .. . e
(7 - &) =7 +ic"ih- " (V' A7) = # — h-B'o"
C e — C
(VxA)k:Bk

L’equazione di Dirac non relativistica quindi diventa

. eh = _ 2
zhgpz(e@)gp—%B-awﬁ—%g@

il termine centrale e l'interazione di un dipolo magnetico con il
campo.

B —ji= eh
2cm
Che prende il nome di momento magnetico della particella di Di-
rac. Questa si porta quindi uno spin! (contiene la matrice di Pauli).
Riscrivendo la relazione si vede che ’elettrone si comporta come un

magnetino elementare con momento magnetico intrinseco pari a:

(&

| =
)

h

S
I

|
(V)

/’L:
cm

[\
Oy

Questa quantita puo essere misurata molto precisamente e risul-
ta essere esatta a meno di un fattore due. Per vedere da dove viene



mettiamoci in un campo magnetico costanteﬁ

—,

2

H:u con A=-Bx7r
2m 2
2_9el. 5
HNP cA-Dp
2m

essendo A legata a r da un prodotto vettoriale la sua componente
i-esima non contiene mai la componete in cui deriva il gradiende (perche
B e costante!) quindi A e p commutano. Da qui si ricava il momento
magnetico di Larmour che coincide con quello orbitale.

2
g~r _ 5. (LL)
2m 2mce

—

I

4.4 Integrale generale

Per neutralizzare il prolema delle energie negative dobbiamo ricorrere
allo stesso formalismo che abbiamo adottato per ’equazione di Klein-
Gordon. Prima dobbiamo trovare un integrale generale dell’equazione,
e imporre quindi la canonizzazione. La corrispondenza tra le parentesi
di poisson e i commutatori ci portera alla quantizzazione del campo di
Dirac.

L’equazione di Dirac libera puo essere scritta nella forma:

(i —m)y =0

Il prodotto scalare che mantiene unitaria la norma dell’equazione e
dato dalla legge di conservazione:

8/1&7”’9& =0

[#wito= [ datsts = [ deutio

6La dimostrazione di questa relazione si puo trovare nelle dispense degli stessi autori per il corso
di MQNR.



Questo oggetto e definito positivo. Nella teoria quantistica dei campi
non rappresenta la densita di probabilita, ma la corrente elettromagne-
tica. L’equazione di Dirac ¢ un sistema di equazioni differenziali con le
derivate ordinarie a coefficienti costanti. Imponiamo soluzioni del tipo:

Y(a) = u(p)e P
Dove px ¢ il prodotto scalare in quadrivettori:
e—ipx _ e—ipoaroeiﬁ-f
I1 temine u(p) € un vettore colonnaﬂ che rappresenta le quattro com-

ponenti di ¢. L’operatore @ applicato alla 7 la trasforma nel seguente

mOdO:
—ipx —ipx b - —ipx
(?6 - 8M€ 7= Zp/fy'ue

Possiamo definire un nuovo simbolo, per brevita:

P= puY”

Con questa definizione ’equazione di Dirac applicata alla soluzione 1)
puo essere riscritta nel seguente modo:

(p — m) u(p)e 7" =0
(p —m)u(p) =0

Questa e un equazione algebrica omogenea, del tutto equivalente
ad un equazione agli autovalori per I'energia. La soluzione non banale
del sistema esiste soltanto quando il determinante della matrice dei
coefficienti si annulla. Imporre I'esistenza di una soluzione non banale
equivale a trovare la condizione che devono soddisfare i coefficienti (e
quindi I'impulso p).

0 - I 0 T 0 g;
T 0 —1 7= —0; 0

Scriviamo l'operatore p:

- P _5.a
_p00_ B~ _ p
p_P P g <]5'.5’ _PO)

"L’operatore @ ha nella definizione la contrazione con le matrici v*, che operano sullo spazio degli
spin, che abbiamo dimostrato avere dimensione minima di 4.



Da cui la matrice dei coefficienti risulta:
P'—m —p.&
?_m_(p*-o? —Po—m)

Imponiamo che il determinante sia nullo per ottenere la condizione
che deve soddisfare P? (energia).

0 __ 7. R
det (Pﬁ_ A _"m> =— <P02 — m2> + (75> =0

Dove 'ultimo termine é:

(p-0)" = P'Ploo; =

i |1 1
:PP‘7 §[O-i70-j]+§{0-i;0'j} =
29;j

= |7’

Dove abbiamo diviso il prodotto o;0; in parte simmetrica e antisim-
metrica, la parte antisimmetrica (il commutatore) si annulla, perché le
P'PJ sono simmetriche.

Sostituendo dentro ’espressione del determinante otteniamo:

m* — P24+ |p)* =0

Da cui ricaviamo la condizione che deve soddisfare I'energia:

Py=+\/m?+|p> = +E,

L’energia F, risulta essere + l’energia cinetica della particella.

Le soluzioni ad energia negativa non si originano dalla quadratura
fatta per ottenere '’equazione di Klein-Gordon, ma sono insite nell’e-
quazione originale. Procediamo quindi come gia fatto nel capitolo [2] e
esplicitiamo il segno di P® definendo due soluzioni indipendenti:

Ui(r) =ulp)e™™ Y (2) = u(p)e™



Il segno di Py adesso ¢ sempre da intendere positivo. Con questa con-
vensione abbiamo cambiato segno alle soluzioni spaziali dell’equazione
Y_(x), tuttavia questo cambio di segno risultera molto utile quando
introdurremo gli operatori di creazione e distruzione.

Risolviamo le due equazioni sostituendo i corrispondenti valori di
PY. Ad esempio risolviamo ’equazione per energia positiva:

2
P’ = +\/m2+|p|° = E,

Definiamo il vettore u
X

Con ¢ e x due vettori di dimensione 2.

E,—m —p-o e\ (0
p-d —E,—m)\x/) \0

Poiché il determinante della della matrice dei coefficienti € nullo le due
equazioni sono dipendenti. Risolviamo quindi solo la seconda.

—

p-op = (E,+m)x

7o

X=E+m

¥

La soluzione ad energia positive ha degenerazione doppia, per le due
possibili indipendenti scelte del vettore ¢, ad esempio:

(1 (0
B
Ef—f—m(p

Ovviamente la soluzione dovra essere normalizzata, per la soluzione
ad energia negativaﬁ avremo invece:

—E,—m p-0 e\ (O
—p-¢ E,—m)\x/ \O

8Dobbiamo ricordarci che abbiamo per convensione cambiato anche il segno ai vettori spaziali di
p.




Anche queste sono due equazioni dipendenti, quindi scegliamone arbi-
trariamente una delle due, ad esempio la prima:

o(E, +m) = (p-7)x
5o

P=E,+m

X

Anche in questo caso y corrisponde a due spinori indipendenti.

v = Efﬁmx
X

4.4.1 Normalizzazione delle soluzioni

Dobbiamo occuparci di come normalizzare le soluzioni. Esistono due
interessanti definizioni di prodotto scalare, che hanno proprieta interes-
santi differenti. Essendo ad esempio

Yy

Uno scalare invariante di Lorentz, la normalizzazione naturale per la
teoria della MQR sarebbe:

Uy (p)us(p) = 6y

Questa condizione di normalizzazione e invariante di Lorentz, e puo
essere estesa al caso delle soluzioni ad energia negativa:

VpUg = _57“5

Il prodotto scalare in questione ha pero lo svantaggio di non essere
definito positivo, tuttavia e facile verificare che, imposte le condizioni
precedenti, gli spinori ad energia positiva e quelli ad energia negativa
sono ortogonali:

u(p)o(p) =0
In questa metrica i due spinori sono ortogonali. Il motivo per cui av-

viene questa cosa e interessante. Infattila nozione di operatore aggiunto
dipende dalla metrica che si sceglie.



Approfondiamo un po la questione: u e v soddisfano le seguenti
equazioni.

Ve e R R —

Possiamo interpretare queste equazioni come equazioni agli autovalori
per v e u. w e v sono autovettori di p con autovalori pari a +m . Se
loperatore p fosse harmitiano allora u e v sarebbero ortogonali, ma p
non ¢ hermitiano nella metrica ordinaria. Quindi nella metrica ordinaria
1 e v non sono in generale ortogonali, tuttavia se ridefiniamo il prodotto
scalare in modo che p sia hermitiano, allora otteniamo l'ortogonalita tra
uewv.
Prendiamo in esame due metriche:

o (ujus) = ufuy Questa metrica & definita positiva (ma non &
invariante di Lorentz).

o (uj,us) = ujus Questa metrica non e definita positiva (ma &
invariante di Lorentz).

Andiamo a verificare se p ¢ hermitiano in una di queste metriche:

(u1, pug) = uy pug = (p+u1)+ up = (P usfug)

Ma, sappiamo che p* # . Nella seconda metrica invece:

(urlpug) = trpuy = ufyoqu = uprr’yOuz = (pu1, uz)

Il p nella seconda metrica ¢ autoaggiunto e quindi i suoi autovettori
sono ortogonali. Questo prodotto scalare rende ortogonali i vettori u e
v.

Vogliamo adesso normalizzare u; quindi calcoliamoci wu:

. TR F 5ot \ (I 0 7
W=(90+ Lk )70 pop =<s0+ Poy )(0 _I) pop
E+m ELm E+m Etn

SN2 4 2
L (P e p N
S S/ S ey O [

CY T Bt my ( ( )“’



Ora manipoliamo il termine fra tonde:

=) E2 2 QE_—Q
v (-t - () -

E +m)? (E + m)?
_ P2+ 2m? + 2mE — p? _ 2m
(E 4+ m)? E+m

Da cui possiamo scrivere la u normalizzata

E+m [ ¢
Uy =\ —— | 54
Ve g

Similmente si normalizzano le v; nel seguito non useremo quasi mai
le forme esplicite di u e v, quello che ci servira sono alcune proprieta di
queste soluzioni esplicite come alcuni proiettori che andiamo a studiare.
Abbiamo quattro spinori ortonormali fra loro, cerchiamo una relazione
di completezza:

2
I = Zurﬂr(i)vrﬁr
r=1

la metrica non e definita positiva quindi dobbiamo capire che segno
mettere, ipotizziamo che sia piu e moltiplichiamo a destra per us o a
sinistra per v,

Ul = ug (Zle urﬂr(i)vrf}r) =us+0
Iv, = (Zle urur(:lz)vrvr) vy = 0 — vy

quindi per verificare I'uguaglianza mi serve uno fattore meno, segue
quindi che la completezza ¢

2
] — E UT/Z.T[/T - UT,I'_}T
r=1

chiamiamo per brevita i proiettori Zle wd, = At e 272:1 v, = AT
la somma dei proiettori da uno.
Il proiettore deve essere indipendente dalla base scelta quindi vedia-
mo come poterlo riscrivere sapendo che:

2
AT = Zurﬂr e(p —m)u =0
r=1



u' (p* —m)y’' =0 u(p —m) =0

quindi se moltiplichiamo per @
(p —m—m+m)uu, =0

~—~
—A+

(p +m)A" =2mA"

N . +m . N . .
che ¢ verificata per AT = y;—m come si puo verificare sostituendo. Per
trovare l'espressione di A~ sfruttiamo la completezza:
2m —p—m p—m

A =1—A"T= = —
2m 2m

come verifico che sono proiettori? ne faccio il quadrato e verifico che
ritornano se stessi:

(A)? = (M) :¢2+m2+2m?:?+m:/\+

2m 4m? 2m

infatti

1 1 2
P=0" " = pape § 5 00 50 ¢ = apeg™ =00 =

5
:29!“’
Bene adesso ritorniamo a parlare della i(z) che generalizzata sara
una somma sulle polarizazioni indipendenti, un fattore di normalizza-
zione e le soluzioni di onda piana gia discusse:

z / i\ [ et d(p)o, (p)e™)

Per far diventare b e d operatori di creazione e distruzione dobbiamo
definire anche qui il formalismo canonico; questo ci sara molto utile in
seguito per studiare gli osservabili. Trattiamo ’equazione di Dirac come
se fosse una di Maxwell e anche qui introduciamo 1 e 1 indipendenti.

5= [ dwitio - my



la cui variazione e

55 = / d {50 — m)w + D — )5} = 0

poiche 81 e 51 sono indipendenti prendiamone due fatte cosi:

0 =0
61 = arbitrario

quindi poiche la variazione deve essere nulla e d¢) e arbitrario il pezzo
che lo moltiplica deve essere uguale a zero.

(i —m)y =
quindi

/ de {30 — m)ow} = 0

L’integrale si puo spezzare in due parti, il termine con @ diventa
/ Cridoy = / & xint 0,00 = — / d*wiyt1p 0,00 = / —ipp*

dove nell’ultimo passaggio si ¢ integrato per parti come gia fatto nel
caso di Klein-Gordon. Riunendo il primo integrale cosi modificato al
secondo abbiamo

/qp m)sy =0  —  Y(ip" +m)=0

abbiamo cosi identificato 'azione che ci da le equazioni di Dirac;
possiamo adesso usare il teormea di Noether per calcolare le quantita
conservate. Siamo arrivati quindi all’equazione di Dirac

(i —m) =0
con () = T2y [ 22 \/m’ (br(p)ur(P)e= " + dr(p)vr (p)e™) e la re-

gola d1 Commutazmne 1n cui [b-(p), bf (p')] = 0,50(p—1p') e analogo per le
d. Ora scriviamoci I’Hamiltoniana come integrale spaziale della densita
hamiltoniana

H:W¢¢—£—>H:/d3x%



con Ty = g—i =iy =it e L =i — m)y
Svolgendo i calcoli si ricava:

H = d3 _ d3 R A S | '08 Zaz _ =
/x% /xzww 510 | i + 70, 0 — m

S AY

_ / Pr [—ip Ty Vip + mypTy ] = / Pzt [p- @ +mpB)

vorremmo ora esprime I’H in termini di b e d; sostituendo le espres-
sioni di ¢ e ¥ nella relazione appena ottenuta vengono termini misti
che si semplificano poiche u e v sono ortogonali e abbiamo:

2
H=>)" / &*pE, (bib, — dfd,)
r=1

questa volta la quantizzaione del campo di Dirac non risolve il problema
dell’energia negativa! Infatti il termine con il meno potrebbe dare ri-
sultati negativi. Introduciamo ora il problema dell’oscillatore di Fermi;
sfrutteremo 1’idea che c’e dietro per risolvere il problema dell’energia
negativa.

4.5 L’oscillatore di Fermi

Sappiamo che ’hamiltoniana dell’oscillatore armonico si puo scrivere in
termini degli operatori di creazione e distruzione come:

H=a%aw con [a,aJ“] =1
Sappiamo che questi oggetti, gli operatori di creazione e distruzione,
descrivono entita bosoniche; 1'oscillatore di Fermi si ottiene con que-
sto formalismo in cui pero la regola di commutazione sugli operatori e
sostituita con una di anticommutazione:

[a,cﬁh =1

quindi la,a], = 0 che si traduce in a* = 0. L’operatore composto
a™a & definito positivo, avra quindi un autovalore minimo. Chiamiamo



adesso N = a*a, avremo aggiungendo e sottranedo a™a

N? =a*aa*a = a"(aa™ —ata+ata)a = a"(aa” +ata—ata)a =
N —

=1

questa equazione ha come soluzione
N’~-N=N(N—-1)=0 — N=0,N=1
quindi se ora applichiamo ’hamiltoniana al vuoto abbiamo

H |0) =wa™a|0) =0]0)
Ha™|0) = w@a* |0) = wa™ |0)
N=I
Questo sistema e a due livelli, 0 o 1! Questo suggerisce di provare
a sostituire le regole di commutazione del nostro formalismo con gli
anticommutatori. Vediamo cosa succede!

[d-(p), dv(p)"] = dr(p)dr(p)* + d(p)"d,(p) = 5(0)

L’H ha ancora il segno meno ma essendo che ora ho solo due livelli
possono fare una sostituzione per renderla definita positiva

dT(p)dr(p)+ — _dr(p)+dr(p)+(5(0) con [dr, ds] = 57“55(]9—]9/) e r—=

e sostituendo nell’hamiltoniana otteniamo
2
H=>)" / d&*pE, (b b, + d d, — 5(0))
r=1

L’energia e definita a meno di una costante e quindi posso mandare
via la delta in zero e avere una quantita definita positiva.

2
H=>)" / d*pE, (bFb, +dd,)
r=1



4.6 Regole di superselezione

Ci sono i quark e gli elettroni che sono tutte particelle fondamentali
descritte dall’equazione di Dirac.

Inoltre I’equazione di Dirac ci mette in luce come per ogni particella
esista un altra particella, descritte dagli spinori ad energia negativa, che
hanno la stessa massa delle rispettive particelle, carica opposta, e stesso
spin.

Gli stati dei sistemi nell’equazione di Dirac possono essere scritti
ricorrendo agli operatori di creazioni e distruzione.

b7 ()b (k) |0)

Questo € uno stato a due elettroni, con impulsi p e k e polarizzazione
r e s. Lo stato generale di sistemi a due elettroni e ottenibile come
combinazione lineare:

Iw=2/@%WWﬂW®

Questa ¢ la funzione d’onda nello spazio degli impulsi, questa fun-
zione d’onda ¢ necessariamente antisimmetrica perché gli operatori di
creazione anticommutano tra di loro. Questo stato € antisimmetrico
nello scambio di particelle:

w@w®:—w®w@+ymmw@&

=0

Le particelle create dagli operatori b e b sono dei fermioni, questo
deriva dall’aver sostituito le regole di commutazione con le regole di an-
ticommutazione, siamo stati obbligati a fare questo, altrimenti I’energia
viene negativa. Particelle di spin 1/2 anticommutano, sembra che tutto
si spieghi. In realta, modificando le regole di commutazione, abbiamo
fatto un bel disastro, perché l'operatore ¢ (x) anticommuta con 1'ope-
ratore ¥ (y). Quindi i due operatori ad una distanza di tipo spazio non
commutano, ma anticommutano! Questo rompe il principio di causa-
lita. Possiamo usare questi osservabili per trasmettere 1'informazione
piu veloce della luce!



Per uscire da questo paradosso dobbiamo supporre che le @ non
siano mai osservabili. La loro non osservabilita si deve formalizzare
correttamente.

In meccanica quantistica possiamo sempre combinare tra loro stati
che vivono nello stesso spazio di Hilbert. Per rendere la teoria di Di-
rac invariante relativistico dobbiamo impedire formalmente 1’esistenza
di alcune combinazioni lineari: Supponiamo di prendere due stati con
differente numero di fermioni.

Parita fermionica negativa

—
bbt |0) bbbt |0)
—_——

Parita fermionica positiva

Questi stati sono classificabili dalla parita fermionica, cioe il numero
di fermnioni - in nuemro di antifermioni presenti nel sistema. Possia-
mo definire una regola di superselezione: non sono realizzabili stati di
coerenza con differente parita fermionica.

Ab*bT|0) + B0) Stato realizzabile

Cb™b™|0) + Db™ |0) Stato non realizzabile

Se applichiamo 'operatore ¢ ad uno stato generico, la parita fer-
mionica dello stato risultante sara invertita:

v+ =1=) Yl =1+

Questo perché 'operatore 1 agisce sullo stato con un singolo operatore
di creazione o distruzione di fermioni o antifermioni, per cui la parita
cambia sempre segno.

(+Pl+) =0
([ +{=De () +]=) #0

Se si vieta la sovrapposizione coerente con stati di parita diverse, 1’'ope-
ratore psi ha sempre valor medio nullo. Gli osservabili sono quindi gli
operatori quadratici in . Lo stesso principio si applica ad altri numeri
quantici, come la superselezione della carica.



4.7 Altri osservabili

4.7.1 Impulso spaziale

Dobbiamo ora costruire I'impulso spaziale degli stati fermionici. Scri-
viamo la lagrangiana di Dirac:

L=1(id—m)

Usando il teorema di Nother si puo ottenere l'espressione dell’im-

pulso:
Pl = / x%cw
oY

or_ .
g Y

Pi=i / BTN

Questo impulso e dato dal valor medio formale dell’operatore impul-
so nella teoria non relativistica (]3 = —26) sullo stato ¥. Ovviamente
I’espressione e solo formale, poiché i) non e uno stato ma un operatore.
Andiamo a sostituire I'espressione di v in funzione degli operatori di
creazione e di annichilazione.

Nell’effettuare questa sostituzione dobbiamo tenere conto delle ope-
razioni che abbiamo fatto sull’hamiltoniana in modo da mantenere coe-
rente la nostra teoria. Questa operazione si chiama buon ordinamento.

I1 buon ordinamento e definito con le regole di commutazione o le
regole di anticommutazione, Si spostano a sinistra tutti i termini dipen-
denti dagli operatori di creazione, a destra quelli di annichilazione. A
questo punto si sfruttano le regole di anticommutazione e si sottrae il
valore infinito che viene fuori dalla § di Dirac. Con queste operazioni
I’operatore impulso diventa:

P= Z/dkk b+ Vb, (7) + d (B)d (ﬁ))

4.7.2 Momento angolare

Verifichiamo che la rotazione degli spinori avvenga proprio con le matrici
di Pauli definite in meccanica quantistica non relativistica. Prendiamo



la generica trasformazione degli spinori e specifichiamola nel caso della
rotazione:

1
S() =1 - 21" e

Abbiamo verificato che la ¢, ¢ antisimmetrica. Se guardiamo rota-
zioni attorno all’asse delle zeta abbiamo che £ mischia le componenti x
e y (la prima e la seconda) non toccando ne z ne il tempo. Sotto queste
considerazioni le uniche due componenti non nulle sono €15 e €91, che
sono uguali in modulo ma hanno segno opposto (& € antisimmetrico).

Esplicitando la somma sugli indici p e v otteniamo:

1
S(A) =1~ 1 [’Yl;’yz] €12

Calcoliamo esplicitamente il commutatore tra le due v spaziali:

i 0 o
7= (%)
(0D (4 DD
[Wi,’yj] - (_Ooioj —UOin) - (_(gai _‘Sjai)
-t

[O’i, Uj] = Qiéijkdk

(o 0
7] = 2 (0 o
Da cui la rotazione attorno all’asse z diventa:
i (0% 0
S(A)—I+§<O 0_3)6

Questo risultato ci mostra come la particella a riposo si trasforma esat-
tamente come si trasforma un fermione sotto rotazioni in MQNR usando
la matrice o:

Sapendo che:

Otteniamo che:

S(A) =1+ %038



4.7.3 Invarianza di fase

La densita lagrangiana ¢ invariante per trasformazioni di fase. Questa
proprieta permette di ricavare usando il teorema di Nother una gran-
dezza conservata, che corrisponde al prodotto scalare gia incontrato:

b — e
0 = —ia)
0 = 1)

oL
Pr | =6 -5 dBrypt
Q- / ( - w) / o

Se andiamo a scrivere al posto dei campi ¢ e 1™ gli operatori di
creazione e distruzione otteniamo:

Q=3 [ &k [b} (B ®) — df (B )

Cioe le particelle create con 'operatore b hanno carica +1, le particelle
create con l'operatore d hanno carica -1. Questa se moltiplicata per la
carica dell’elettrone ¢ la vera carica elettrica del sistema (ricordiamo
che 'elettrone infatti ha carica negativa).

Quello che rimane da fare adesso e calcolare il propagatore dell’e-

quazione di Dirac: B
(0T (4u() o (y))10)

con ¥ = ¥™4° e T che rappresenta il time ordering, ossia ordina gli
oggetti a cui e applicato in modo chdﬂ:

), er a° 0
T(wl(x)&m(y)) - {¢ZL )5);;;()33) ' per x0>;y y"

Il prodotto quindi non ¢ simmetrico per scambio di operatori, c’e un
segno meno che salta fuori. Cominciamo con il calcolarci

(0[¢1(2)¥m(y)|0)

9Viene dal fatto che i campi a distanza fissata anticommutano




andando ad esplicitare ¥ e 1:

B Z / d3p\/% (br(p)ur(p)e_ipw + dT(p)—’_UT(p)eipm)

Se si svolgono i conti si vede dei quattro termini che vengono dal prodot-
to di 1 e 1 solo uno ¢ diverso da zero infatti i quattro termini avranno
al loro interno rispettivamente (0[bb*]0),(0|bd|0),(0|d"b|0),(0|d*d|0),
ma sappiamo che b|0) e d|0) (e complessi coniugati) sono nulli quindi
'unico termine che sopravvive & quello con (0|bb™0).

Z/d ply_m <0\br(p)b,j(p’)\0> ()T () Jome™ P

r,s=1

ma (0[b,(p)bs (9")]0) = (0{br(p), b (') }|0) = 50 (p — ')

infatti ooiche b sullo stato di vuoto e nullo posso sostituirci I’anti-
commutatore (avrei pototo anche metterci il commutatore non sarebbe
cambiato nulla). Quello che rimane dopo che le delta hanno agito su
sommatorie e integrali e:

Z / (;53 Eﬁp(ur (p))i(ty (p) ) e~ #=Y)

Ma abbiamo visto che Zzzl(ur(p))l(ﬁr(p))m = (zg_mm) (parlando della

completezza e dei proiettori 'abbiamo chiamata A™); ossia questa som-
ma e ’elemento di matrice del proiettore sulle p positive. Andando a
sostituire otteniamo:

d®*pd 1 ,
/ 2np2E, W




questa quantita e una trasformata di Fourier quindi possiamo sfrut-
tare le proprieta della TF per le derivate e riscriverla come

d*pd 1
¥ ip(z—y)
(z@ m)lm/(2 2E, —e

—iA*(a—y)

quindi abbiamo trovato che

(i@ ()10} = (i — m)imiA™ (z — y)
Adesso bisogna calcolard™|

3 3./ m
@0 = 3 / Tpip T O G10) Gl o

r,s=1

Ora si ripetono i passaggi gia fatti (ricordiamo che tutti gli altri ter-
mini misti che vengono dal prodotto hanno o b applicato al vuoto o d
applicato al vuoto che si annullano).

d’p m : dp m .
Z/ E (P)i((p))me Y = / (27:;32—%(7)_”1)17716”7@_” -

= (=i — m)imiA~(z — y)

Infatti 272:1 [ (v-(0))1(0r (D)) = ;—T;n ossia € meno il proiettore sulle
energie negative. Quindi

(01t (2)1()[0) = — (i@ + M) i A~ (x — y)

Supponiamo adesso di voler calcolare il valore medio dell’anticom-
mutaore nel vuoto:

Ol1(x), Ym(®)10) = (i@, + M) (A (x — y) —iAT (y —2)) =0

A distanza di tipo spazio I'anticommutatore ¢ nullo. Va notato che
avendo supposto l'esistena del vuoto non posso imporre le regole di com-
mutazione, tuttavia lo stato sarebbe rimasto invariato, nel passaggio in

10Qui sopravvive il termine dd+



cui abbiamo immesso ’anticommutatore non sarebbe cambiato nulla
inserendo il commutatore).  Dimostriamo effettivamente che questa
interpretazione del T prodotto propaghi I’equazione di Dirac:

(OIT [n(), ()] 10) = (il + m) iAp(z — y)

Dove iAf(x — y) € la funzione di Green dell’operatore di Dirac:

. d*a ie—1@=y)
iAp(z —y) = / !

2r) @ —m?

Supponiamo di prendere 2° > y°

iAy(z—y) 2>y

iAp(r —y) =
A (z—y)=idy(y—z) y' >

La matrice che inverte effettivamente 'operatore di Dirac possiamo
scriverla in forma simbolica in questa maniera:

sete=0= [ G

Questa matrice se esiste ¢ banalmente I'inversa dell’operatore di Dirac.
Per ottenerne un espressione piu senzata razzionalizziamo il denomina-
tore:

1 _p4m 1 pdm
p—m  p+mp—m P —m?

Calcoliamo esplicitamente p?

12 1 1%
e Tl e A e At

2gHv

Dove abbiamo scritto v#4” come somma tra commutatore e anticommu-
tatore. Essendo p,p, simmetrico il termine col commutatore si cancella.

1 B p—i—m
}ﬁ_m_pQ_mQ




Quindi possiamo scrivere che la funzione di Green dell’operatore di

Dirac sara:
dp p+m

iSp(z —y) = / (2m)dp? — m2©

Questo puo essere riscritto portando fuori la derivata:

p(z—y)

dp e PE—y)
) 7 —

iSe(a —y) = (i +m) [

Abbiamo ritrovato proprio I’espressione del propagatore di Feynman
che determina 'evoluzione degli stati. Ovviamente questa matrice esi-
ste solo se si evitano gli zeri al denominatore, esattamente come si fa
per il propagatore di Klein - Gordon. Anche in questo caso il propa-
gatore di Feyman puo essere interpretato come una funzione di Green
dell’operatore di Dirac.

(i — m)iS¢(zr —y) = id(z —y)



Capitolo 5

Elettrodinamica
quantistica

Il campo di Dirac si porta dietro oggetti che hanno stesso spin, carica
opposta, stessa massa. Abiamo un formalismo in cui esistono sia elet-
troni, positroni e fotoni come prodotto tensoriale tra campo di Dirac e
campo di Klein-Gordon. Tutti questi stati sono stati liberi. Dobbiamo
introdurre un interazione tra questi oggetti perché fino ad ora abbiamo
sempre considerato le hamiltoniane libere.

Adesso il problema e molto pitt complicato. L’unico modo per cer-
care di risolvere il problema e quello di sperare che l'interazione sia
piccola. L’hamiltoniana di interazione sara del tipo:

H; = e/dgmz’y“@/)flu

Questa interazione introduce piu di due prodotti tra i campi: infatti
I’hamiltoniana & cubica nei campi: (1, ¥ e A). Questo vertice a tre &
il termine che permette di coinvolgere elettroni che generano fotoniﬂ I
calcoli che faremo saranno approssimati, e useremo massicciamente la
teoria perturbativa.

5.1 Schemi di rappresentazione

Normalmente la meccanica quantistica si risolve nello schema di Schrodin
ger. Lo schema di evoluzione non ha nulla a che vedere con la fisica, solo

1e—>e+’y



con la matematica che descrive il sistema. Nello schema di Schrodinger
gli osservabili e i loro autostati sono indipendenti dal tempo (con un ec-
cezione). L’unica grandezza che dipende realmente dal tempo & lo stato
che stiamo considerando, che evolve secondo I’equazione di Schrodinger:

L d )
= — 1)

L’eccezione a cui accennavamo e proprio ’hamiltonina, che potrebbe
avere una dipendenza esplicita dal tempo se si hanno potenziali esterni
dipendenti dal tempo, altrimenti tutti gli operatori sono indipendenti
dal tempo. Questo schema e uno schema matematico che non ha nulla
a che vedere con la fisica, infatti le grandezze fisicamente interessanti
sono i valori medi degli osservabili. Questi oggetti sono invarianti sotto
qualunque trasformazione unitaria del sistema. Quindi si possono fare
trasformazioni unitarie sia dipendenti dal tempo che indipendenti dal
tempo senza modificare la fisica.

Si possono scegliere schemi alternativi a quello di Schrodinger. Nello
schema di Heisemberg applichiamo una trasformazione unitaria su tutti
i vettori e operatori che dipende dal tempo:

U = eth

V) g = et V) s

Da cui si ottiene che tutti gli operatori sono dipendenti dal tempo:
AH _ ethAsefth

L’hamiltoniana H ¢ la stessa dello schema di Schrédinger (commuta
con l'operatore unitario). In questo schema tutti i vettori in generale
dipenderanno dal tempo tranne 1'unico che si evolveva nello schema di
Schrodinger. I due schemi sono completamente equivalenti. Perché si
usa uno schema piuttosto che un altro? Per semplicita, in alcuni schemi
e piu semplice vedere la covarianza di Lorentz della teoria.

Per la teoria delle perturbazioni sceglieremo un ulteriore schema,
che ci permette di fare delle approssimazioni in maniera piu semplice.

L’hamiltoniana che descrive il problema e divisa in due parti:

H = Hy+ H;



Dove H; e I'hamiltoniana di interazione, lo schema di interazione si
ottiene dallo schema di Schroedinger applicando il seguente operatore

unitario:
U = eiHot

In questo schema tutti i vettori si evolvono nel tempo, gli opera-
tori di nuovo sono tutti dipendenti dal tempo, tutto ¢ dipendente dal
tempo. Adesso dovremo calcolarci le equazioni del moto dello stato
fisico. Tradurremo l’equazione di Schroedinger nello schema di intera-
zione, e I’evoluzione temporale sara determinata solo dalla hamiltoniana
perturbata.

5.2 Schema di interazione

Ricapitolando quindi nello schema di Schroedinger gli operatori e quindi
anche i loro autovalori e autovettori sono fissati mentre gli stati evolvono
con I’hamiltonia rispondendo all’equazione di Schroedinger

_int L dy
) =€ |¢po) i %ZH\W
con per esempio nel caso dell’operatore posizione X |z) = z|z).

Ricordiamo che quando si passa dalla rappresenzaione astratta dei ket a
quella delle funzioni d’onda ((z|1)) la derivata da totale passa a parziale
perche la funzione d’onda dipende da x e t.

ih% = Hiy(x,t)

Nello schema di Heisemberg gli stati rimangono congelati mentre
operatori e relativi autovettori evolvono con H.

iHt oY tHt A iHt

|z, t) =er |z), X(t)=er Xge~ »

Se ci chiediamo qual e la probabilita di trovare una particella di Hei-
semberg questa e
_iHt
(@, o) = 5 (xle™ 7 [¢ho)
Allora se parliamo di funzioni d’onda e quindi di osservabili la dif-
ferenza fra le due modellizzazioni scompare.



Quello che serve a noi e un terzo schema quello di interazione in cui
come vedremo sara di gran lunga piu semplice fare i conti. In questo
schema I’hamiltoniana e formata da una hamiltoniana che sappiamo
risolvere esattamente piu da una piccola di interazione; la trasformazio-
ne unitaria di evolvuzione temporale ha solo Hy e quindi sia stati che
operatori assumono una dipendenza dal tempoﬂ. Quindi abbiamo che
gli operatori si trasformano semplicemente e assumono una dipendenza
dal tempo:

As(t) = etHot A eiHot con H = Hy+ H;
Mentre per i vettori e piu complicato infatti

1)y = S 1), [, 1), = et )
ma ora stiamo trattando operatori quantistici e quindi

e*i(Ho‘i’H])t # e*iHoteiH]t

Vediamo quindi che succede se inseriamo |1, t); nell’equazione di Schroe-
dinger

d
— i% [V, t) ;= Hi(t) [, t);
!

e La derivata a sinistra e applicata ad una quantita composta quindi
diventa:

d , ‘
St = —Hoe'™e ™ [yhg) + e He™ " [ahy) =

_ _HoeiHote—Ht ‘¢0> + ez'HotHO e—Ht ‘¢0> + eiHotHle—Ht |¢0> —
commutano

— eiHOtHle—Ht |¢O>

e mentre il termine a destra si esplicita come:

Hi(t) v, t), = ?iHOtHIG_iHOi e )
~ N —

Hi(t) [V¢) 1

2Per non appesantire la notazione poniamo h = 1.



Il vettore che segue il moto naturale ha:

Al

= ¢ HeT M o) = Hi() [0, 8),

[¥,t)

Questa e una equazione molto complicata da risolvere, se pero l'ha-
miltoniana di interazione e piccola posso approssimare la soluzione alla
soluzione iniziale piu pezzi sempre piu piccoli.

d integriamo t
i 100 = Hi@) ) " )~ o) = =i [ Hi(e) o)
0

) = |to) —z/ Hr(t) ) ' = o) —z/ Hi( o dt—/dt/

Ordlne 0o N

e cosl via iterativamente si puo sostituire la soluz1one e fermarsi all’or-
dine di accuratezza voluto. La potenza del metodo ¢ che a qualsiasi
ordine mi fermo ho i mezzi per calcolare gli integrali infatti in questi
compare 1y che conosco. Possiamo riscivere in forma compatta come:

< t tn
i) = [vo) nz:; —i)n/() dh--/o dt,Hy(t1)--Hi(t,) |¢o) con t

Decido l'ordine a cui fermarmi e tutti i termini sono calcolabili;
anche le H; le conosco essendo le H di interazione di campi liberi. Ora
introduciamo il time ordering T, anche chiamato T prodotto, che dato
un prodotto mette a destra i termini con il tempo minore:

[¥e) = |tbo) — Z(—i)n/O dty - '/On_1 dt, T [Hy(t1) - -Hi(tn)] [0)

Nel nostro caso non cambia nulla essendo le H; gia ordinate, tuttavia
adesso la quantita e simmetrica per scambio di due integrali e posso

estendere tutti gli integrali da 0 a t dividendo per un fattore %

= ) = > S [t ) )

n=1




Vediamo esempi di come si possono calcolare queste grandezze all’in-
terno della teoria dell’elettrodinamica quantistica. In genere nei proces-
si di scattering si fa tendere a —oo il tempo iniziale. Dobbiamo inoltre
far collassare il generico stato finale dell’interazione in uno degli stati
che vogliamo osservardﬂ, e facciamo evolvere il sistema con 'operatore
di evoluzione. L’operatore di evoluzione e fatto nel seguente modo:

W) = U(t, o) [tho)

Ut to) = I + i (=)

n=1

/t dtl s dtnT [H](tl), tt ,Hl(tn)]

nl o Jy,

Ipotizzando che la situazione di partenza sia: tg — —o0 e t — 00:

’¢m> - U(_OO7 OO) |w—oo>

Se vogliamo rivelare uno stato che alla fine ha due fotoni basta
calcolare I'’elemento di matrice:

(YU (=00, 00)[)-o0)

Il propagatore tra —oc e oo e detto matrice di scattering, e si indica
con la lettera S

00 N 00
—1
S=I1+) ( ,) / dty - dt, T [Hi(t1), -, Hi(t,)] (5.1)
n!
n=1 -
S e un operatore unitario. Ha una forma suggestiva che puo essere
condensata in notazione:

S=T [eXp (—z’ /_ Z H[(t)dt>]

Adesso abbiamo gli strumenti per poter calcolare i processi di elet-
trodinamica quantistica. Manca da trovare 'espressione dell’hamilto-
niana di interazione.

3Se vogliamo osservare un processo di scattering compton ci aspettiamo sia all’inizio che alla fine
stati con un elettrone e un fotone, bisogna proiettare quindi ’evoluzione finale su questo stato per
ottenere una grandezza fisica sensata.



Per ricavare ’hamiltoniana di interazione vediamo prima un esempio
piu semplice, prendiamo una particella che interagisce con un campo
elettromagnetico esterno, ingorando per ora la back reactionﬁ.

L’esempio migliore ¢ lo scattering Rutherford dell’elettrone sui nu-
clei: trascuriamo il fatto che sia nucleo che elettrone potrebbero emet-
tere fotoni. Qual e I'hamiltoniana di interazione del sistema? I gradi
di liberta sono elettronici e positronici, mentre il campo elettromagne-
tico esterno 1’abbiamo preso fisso. La Lagrangiana si ottiene variando
I’azione solo per i campi v fermionici, mentre il campo A rimane fisso.

(i’yoﬁo + 00"y, — m) =0

Per passare in elettrodinamica ocorre sommare all’'impulso il potenziale
vettore:
i0,, — 10, — eA,

Per cui 'equazione che il campo fermionico soddisfa e:
(iv"0, — ey Ay —m) Y =0
Moltiplichiamola per ~:
(ifyOv“@M — 6707“14# — vom) =0

[iaoﬂ'o?ﬁ—e(Aﬁo/Ai)—mﬁ]zp:o

Da questa espressione usando il principio di minima azione si puo
ricavare la forma della lagrangiana:

L= (i —m) ¢ — e Ay

Questa lagrangiana ¢ invariante per trasformazioni di fase in assenza
di campo magnetico. Quando introduciamo un A non nullo, le trasfor-
mazioni di fase sono vincolate dall’invarianza di Gauge di A. Questa
lagrangiana esibisce una invarianza di Gauge:

efia(x)qzl/;/ (Z@ . m) eia(x)ww

4La back reaction & la reazione della particella al campo magnetico, ossia come questa particella
modifica a sua volta i campi.




Se alpha ¢ dipendente dalla posizione la derivata @ porta in evidenza
un fattore «, annullando la normale invarianza di fase:

Y (i@ = m) @' =4 (id — m) ¢ — duapy"y

Al cambiamento di fase occorre introdurre un cambiamento di Gauge
opportuno che mi annulli il termine aggiuntivo:

AF = AF 4+ OMA

Questa trasformazione ci permette di introdurre un interazione Gau-

ge invariane.
J / d'zL(x) =0

(i&—m)tb—eﬁzbzo

La lagrangiana di interazione ¢ molto semplice. Possiamo ricavare

I’hamiltoniana:
H= / (cb— — L‘) AR

/d33§ (@% - ﬁo — ﬁ[)

Se la lagrangiana ¢ composta da un termine imperturbato Lj e un ter-
mine di interazione L; che non dipende dalle derivate ei campi allora
anche ’hamiltoniana puo essere separata in due hamitltoniane:

H=Hy,+ H;

Dove H; e dato da:
Hy=— / Pl = +e / i Ay
Ora possiamo scrivere la formula di Dyson:
S:I—z’e/oodtI/&A@bd%:I—z‘e/md‘%&Aw

Il primo processo che analizzeremo sara il processo di diffusione a
partire da un campo esterno, ¥ e 1 sono campi di Dirac. A il campo



esterno del sistema. In questo processo analizzeremo lo scattering di un
nucleo di carica —Ze. Il campo coulombiano e:

_ 2l
47|

A()(.CC)

Il campo elettrico classico ¢ dato dal gradiente del potenziale
E=-VA,
Lo stato iniziale lo otteniamo creando dal vuoto un elettrone:
b (p) 10)
Nello stato finale avremo ancora un elettrone:
by (k) [0)

Dobbiamo calcolare 'elemento di matrice tra stato iniziale e stato
finale, che e la quantita che entra in gioco per il calcolo della sezione

d’urto del processo. .
| {010, (k).Sb (5)10) |*

5.3 Scattering coulombiano

Immaginamo di avere un sistema chiuso in una scatola cubica di volume

V. Tale sistema sara caratterizzato da un set discreto di impulsi p,, =

217 se consideriamo la quantiti

Z F(B)

cosa succede se mandiamo il volume V all’infinito? come prima cosa
aumentano il numero dei p,. Possiamo allora riscrivere la sommatoria

come
D F@Ga) =) f(m)An
Dn )



dove quindi al posto della sommatoria su tutti gli impulsi abbiamo una
sommatoria che scorre tuttii possibili impulsi con il An che conta quanti
ce ne sono di uguali nel dato volume; An e quindi una densita di stati.

Ricordando che in una dimensione, per esempio lungo x, A, =
%Apx in tre dimensioni abbiamo

Vv
d3
s P

la sommatoria diventa un integrale e quindi possiamo riscrivere la quan-
tita in questione come:

An =

V ﬁz
b1

ora mettiamo da parte il risultato ottenuto e ritorniamo allo scattering
coulombiano:

Lr=—e:pAy:
poiche questa densita lagrangiana non contine v punto, e diretto
calcolare la densita hamiltoniana

’H:—,C[:e:ZZAib:
se il campo esterno e della forma

A(z) = 4jr||e:l*|
A(z) =0

possiamo calcolare gli elementi della matrice di Dieson avendo

¢t (p) 10) Stato iniziale
cfﬂ(ﬁ) 0) Stato finale

fermandoci agli effetti principali dell’interazione (ordine e).

+o0o

(f1S — T|i) = —ie / ' (0] () - D < () [0)

—0o0

¢($) = 23:1 Zﬁﬁ\/% [Cr(ﬁ)ur8ﬁ)e_ipx + d:f(ﬁ)vr(ﬁ)eipx]
) =30 2 Sq;tV\/EEﬁ [cf (P)u.8p)e™ + d,.(p)v,(p)e"P"]




andando a moltiplicare ¢ e 1) si ottengono quattro termini, d*d,cd,
ctd",cc per nostra fortuna da semplici considerazioni troviamo che:

1. d*d si annulla perche d e ¢ anticommutano e d applicato al vuoto
da zero: (0|cd*dc,|0) =0

2. cd si annulla perche di nuovo d e ¢ anticommutano: (0|c,vcde,|0) =
0

3. ¢td* dazero perche stavolta c e ¢t anticommutano (0|c, ¢t d*c,|0)
0

4. cct & I'unico che sopravvive.

allora svolgendo i passaggi e sostituendo troviamo:

e / T2 0] () DAY ¢ () [0) =

400
—z'e/ d*xAg(z ‘/E ‘/ us (k) (0| - (p) et (k)™ ey (K )e™

dove il braket si puo riscrivere come:

(Ot (P), e (k) Hew (K), ¢ (9)]0) = Gy 5050035
e quindi I'espressione si riduce a
e m

R +oo
) [ g
E7E; -

oo

concentrandoci sull’integrale, vediamo che si puo dividere in uno tem-
porale per uno spaziale (il tempo compare solo nell’esponenziale):

i (5 +oo o oo P
/ d*zAg(z)e PP = (/ d3xA0($)€Z(p_p)'x) </ dr%e 7 Ey



la parte temporale e una trasformata di Fourier della funzione unitaria
e da una delta di Dirac, questo ci dice che I'energia si conserva. Non si
conserva invece la parte spaziale del quadrimpulso

—

A () (20— ) / da Ay () P
EﬁEp*, \%4

e ricordando che tramite FT si passa dalla A(x) alla A(p):
d3q

Aol#) = / (2%)3140(@6_@5

sostituendo e facendo il modulo quadro arriviamo all’espressione:

62 m2 - =

2 ~ -
W= {18 = 11i) [ = sl 0D, () (270(Es — Ey) ) | A=)
p

Nella formula compare una delta quadra, poiche una delta selezionaﬂ 0
E, o £}y la seconda delta diventa una delta di zero:

2
(2m5(Eﬁ . E];/)) = 218(Ey — E,)2m8(0)

a sua volta la delta di zero si puo scrivere come TF della funzione

unitaria: o
275(0) = / dx’ =T

o0

che puo essere interpretato come il tempo dell’esperimento. Quindi la
probabilita per unita di tempo e:

W em? - =19 - )

= WEW;WWT(M 2m6(Ep — E5)|Ao(q)]

iz

e adesso semplice calcolare la sezione d’urto che e il rapporto fra la
probabilita di interazione e il flusso di particelle moltiplicato per la
densita degli stati (che abbiamo stimato in precedenza).

E e? m?2 - V

B . = o i 2 3
do= —IV Gy a5 (0} P2m0(By = Ey)| (@) 7l
~—~— b
| o densita

5Per alleggerire la notazione ometteremo il simbolo di vettore per p che ora rimane sempre un
vettore spaziale.



passando in coordinate sferiche abbiamo:
d*p' = p?dQ,dp’ = p'E'dE'dS,

infatti £ = /p*+m?* e dF Yy e quindi immedito verificare

che pdp = EdE. Semplificando in termini uguali, sostituendo il d3p’ e
integrando su dE’(ricordandoci della delta) si ottiene:

do em |, - N
= u . A 2
= Gy e @1 A@

Arrivati a questo punto quello che ci rimane da calcolare sono i due
moduli quadri; cominciamo con quello di Ay
Dall’equazione di Poisson so che

AxAp(z) = —z|e|d(Z)

e quindi sostituendo le TF

d3q ~ - d3q -
A A T _ iq-T
./ mp 0lDe Al [ 2r i
!

d3q ~ - d3q -
A 20T 1q-T
| G oaes” = el [ e

da cui:

~ zle
Ao((j):%

5.4 Sezione d’urto

Per studiare lo scattering coulombiano abbiamo usato I’hamiltoniana:

H=¢e: YA :



Attraverso cui abbiamo calcolato 1’elemento di matrice:
[ee]
S—1= —ie/ B Ay
—0

Dove A ha solo componente 0 non nulla (campo elettrostatico generato
da una distribuzione di carica sferica):

Z(R)

47 |Z|

Ao(ﬂf) =

I campi v sono i campi di Dirac per I'elettrone:
1 m . :
= —=/ 7 (er(p)ulp)e™™" + d " (p)v(p)e™
2.2\, )

Nello stato iniziale abbiamo un solo elettrone, quando agisce su que-
sto 'operatore ¢ ¢’¢ un termine che annichila I’elettrone e uno che ne
crea un altro. Il termine di annichilazione si porta dietro lo spinore u
Ogni volta che si annichila un elettrone nello stato iniziale questo si
porta dietro lo spinore u e il fattore esponenziale.

—26/ Mur ,u(x)e—ipxeip/z
VVVE \/_ VY E’

L’unico termine non nullo nella somma *A, ¢ quello per p = 0
(A; = 0 per i # 0). Possiamo fare I'integrale in da®.

—ie2no(E, — Ey oy,
e Wé(v )/d3 ( ),}/Our(p)AO(x)ez(p —ﬁ)~xe—1px62px

Questa e 'ampiezza di probabilita che un elettrone di impulso p dopo
aver interagito con campo coulombiano di un nucleo, sia deflesso con
impulso p’. Sia

AL
Ao(q) = /d?’xAO(:c)ezq'x = # g=p —p
q
La probabilita che I’evento si verifichi e proporzionale al modulo quadro
dell’ampiezza di probabilita, e puo essere ricavato con la regola d’oro di

Fermi: 2.
R=1 E2\A0@\ 52y 2276, — E)



Dove R e il rate di probabilita (probabilita per unita di tempo) per il
singolo impulso p'.

Per avere un informazione su un intervallo di impulsi p’ molto vicini
tra loro dobbiamo moltiplicare questo rate per la densita deglio stati
attorno a p':

e? m? 0 Vd3p/
2 EQ\A o( Q) Pl up| 26 (B, — Ey )W

La sezione d’urto dell’evento ¢ data da R’ diviso per il flusso di
particelle incidenti. Calcoliamo il flusso

R/

b= —
v

e2 m2 Vdip'V
A Ou,|*276(E, — E,
o = Gy gl (@0 0,270 (B, — By) g

Come si puo osservare il volume sparisce; possiamo sbaracciarci della
delta di Dirac passando in coordinate polari:

pldp'ddy
w_wq%@wtwmﬂﬂﬁ%*@ﬁf

Adesso la delta di Dirac agisce sull’integrale ottenuto in dp’ (modu-
lo), semplificandolo:
p'dQy
(2m)3v

do = é? \Ao(cj)\ @y w2 (5.2)

La sezione d’urto differenziale e una superficie: R € una probabilita per
unita di tempo, il fluosso ¢ la densita di particelle per la velocita (la
velocita ¢ adimensionale e T ha le dimensioni di una lunghezza in unita
naturali).

LR I3
[do] = T%((q); =7~ L’ superficie

Questa sezione d’urto e un area efficacie del processo.

Spesso la polarizzazione delle particelle e molto difficile da misurare.
I fasci creati non sono polarizzati. La sezione d’urto per fasci non pola-
rizzati puo essere ottenuta mediando su tutte le polarizzazioni. Questa



media va fatta sia sulle particelle incidenti che su quelle diffuse.

1 2p,de’
do = 52 |A @I |t (P )7 u,(P)] A2y

7’,7’

Vediamo come si sviluppa il termine che dipende dalle polarizzazioni:

> (7 )y un () = Zu )7 () ! ()7 7w ()

/

T ur(ﬁ)
2
(D) Y uy Uy ( Upr (D) Uy
E |t ()Y un (D) = E )7’ IZ () Y ul ()

+m
> a0 P - I TR

ﬁ/—/
Alm

Questo oggetto e una traccia, infatti puo essere riscritto nel seguente
modo:

Da cui otteniamo:

> [arlan W = T [+ +m)  (53)

4Am?

Per procedere al calcolo di questa traccia calcoliamo qualche utile
proprieta delle matrici .

Teorema 5.4.1 (Traccia) La traccia di un numero dispari di matrici
v e nulla



Dimostrazione: La matrice v° anticommuta con qualunque matrice

o

(Pt =0 =T
Ora per la proprieta ciclica della traccia posso scrivere la traccia delle
matrici in questo modo:

T | A% A” A2 | = Tr (A9A% .. - ~AYAP
Y Oy (V" 4"°)

Ogni volta che scambio una matrice v° con una matrice ¥* ottengo un
segno —1 (le matrici anticommutano). Per cui se scambio la matrice
7° pill a sinistra fino ad arrivare a destra ottengo un segno (—1)" con
n pari al numero di volte che ho dovuto scambiare (cioe il numero di
matrici v -+ - 4"):

Tr(y"--9") = (=D)"Tr(y"---7")

Se n e dispari la traccia e nulla.
Ora possiamo fattorizzare la traccia [5.3| e gli unici termini che so-
pravvivono sono quelli che hanno un numero pari di matrici ~:

Tr [70@ + m)yo (p’ + m)} =Tr (fyop’yop) +m>Tr [(70)2] = 4m>+Tr ('yop’)

Ricordiamo che p contiene una matrice .
Per calcolare 'altro termine mancante useremo un altro teoremino:

Teorema 5.4.2 (Teoremino degli shalsh)
Tr (gi]ﬁyfd) =4 (a,b'c,d” — a,c'b,d” + a,d"b,c”)

Questa proprieta e conseguenza della seguente espressione

1 1
Tr(v"y") = Tr | = Y, 4] + = {4#, A" | = g™
(v*~") 2[ 7] 2{72[7} g
g

Ricordando che il commutatore ha traccia nullall

611 commutatore ha traccia nulla per la proprieta ciclica. Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) =0



Applicando il teorema si otiene che:
E2+pp
0,0 ! 7o !
Tr(v'pr'p) = 4(EE — pup” +EE)
Poiche la § di Dirac imponeva che E = E’ questo diventa:

Tr(y pyp) (E2+p cos@)

(m*+ E* 4 p° cos ) =
(2E2—p +p COSQ) =

Tr [ (p + m)" (' + m)]

0
=4 ( 2E% — 2p? sin® 5)

0
— 8E? (1 + v?sin? 5)
0

IQ|2 P — ﬁ|2 = 2\p\ (1 —cosf) = AE?*v? sin® =
2

Ricordando che:

Possiamo riscrivere la sezione d’urto differenziale:

do (aZ)? 2 ( 2 i 2 8)
= 4 | 1 —vsin” =
dsy, 16E%v* sin4g 2
do (aZ)? 5 . o0
dQ;? = T sin4g (1 — v”sin 5

Questa funzione e singolare quando theta ¢ nulla.

L’origine di questa singolarita ¢ data dal ¢* che si trova al deno-
minatore (che va a zero per  che va a zero). Questo ha la spiacevole
conseguenza per cui la sezione d’urto totale diverge:

in 0dfdo(aZ)? 0
o= / i (’0.(051 9) (1 — v%sin? —)
4E%*v*sin® § 2
Questo integrale ¢ divergente, quindi la sezione d’urto totale e infini-

ta. La divergenza e dovuto al fatto che tutte le particelle interagiscono
con il potenziale coulombiano, e la forza elettrostatica va a zero non




abbastanza rapidamente da diminuire la sezine d’urto, e quindi anche
particelle a distanza infinita dal nucleo risentono la sua carica. Questa
singolarita non c’e nella realta, infatti nuclei isolati non esistono, ci sa-
ranno sempre altre cariche di segno opposto nei dintorni che tendono a
diminuire il campo elettrico per grandi distanze.

Tuttavia esistono altri casi in cui si presentano queste divergenze, e
non sempre sono semplici da eliminare, nel caso dei fotoni avremo altre
divergenze definite divergenze infrarosse.

Proviamo a vedere se percaso questa divergenza fosse dovuta ad aver
messo una carica puntiforme. Sostituiamo ora al nucleo puntiforme una
densita di carica uniformemente distribuita all’interno del nucleo stesso.

=7
€ ‘/471".%—

Calcoliamone la trasformata di Fourier. Per farlo scriviamo l'equa-
zione differenziale che definisce Ay (equazione di Poisson):

VEAy(z) = —p(x) Zle|

Passiamo nel dominio delle trasformate

—

dgq it —iq-Z
afe) = [ A

E sostituiamola nella equazione di Poisson:

d3 —iq-T d3q ~ iq-T
—/ Ao(q)|qP%e qz—/ DT Z)el

2n)? (2m)
~PA(@) = ~Z1eli(@
Aolg) = A5

HQp

La divergenza ¢ rimasta (il termine ¢? al denominatore), a meno che
la p non sia zero quando ¢ va a zero;
b [ deota) =@

@) = [ dopla)e’™

Quindi la divergenza sparisce solo quando la carica totale ¢ nulla
(che non ¢ di certo un caso interessante).

Questo ci spiega che la divergenza non e dovuta all’aver scelto una
carica puntiforme, ma e una proprieta del campo coumombiano.

1z



5.5 Verso i diagrammi di Feynman

Abbiamo usato fino ad ora il primo ordine della teoria delle perturba-
zioni, vediamo adesso di affrontare un caso leggermente piu complesso.
In generale la formula di Dyson puo essere scritta in questo modo:

— ()" [~

s—1=y / iz dbay T [Hy(21) - - Hy(y)
n=1 n: %

Queste hamiltoniane sono prodotti degli operatori di campo, che cono-

sciamo tutti quanti. Questa e un espressione che conosciamo abbastanza

bene. Il teorema di Wick mi da 1’espressione del T prodotto per i campi

liberi.

I1 T prodotto puo essere calcolato comela somma si prodotti normali
di tutte le possibili contrazioni a coppie degli operatori.

Il prodotto normale si calcola come un normale prodotto in cui tutti
i distruttori si mettono a destra e i creatori a sinistra, la contrazione
di una coppia di operatori significa calcolarne il loro propagatore (valor
medio del vuoto)

Bisogna prestare attensione al fatto che gli operatori fermionici sono
antisimmetrici per cui quando vengono scambiati si deve cambiare se-
gno. Questa e la formula che ci serve per calcolare ’elementi di matrici.
I propagatori sono dei numeri che possiamo portar fuori dal prodotto
normale. Il prodotto normale annichila lo stato iniziale e crea lo stato
finale. Tutta la possibile casistica combinatoria diventa estremamente
complicata. A queste complicazioni si aggiungono le correzioni di ordini
superiore.

Prima di poter applicare questo formalismo in elettrodinamica quan-
tistica occorre riprendere il il campo dei fotoni e discutere del suo
propagatore.

Fotoni liberi

_ 1 _
L= ) — - -F, " —
9 — )y i el
Elettroni e positroni liberi Interazione fotone-elet

o,F" = egﬁfy“zb



Questa e la densita di corrente data dall’hamiltoniana, e questa e real-
mente la corrente elettromangetica

La lagrangiana scritta in questa forma ¢ invariante di Gauge ci piace
perché riproduce bene 1’equazione del moto: Ricaviamo la hamiltonia-

na:
oc . oL i _
H=—Y1+—A"—Lp—Ly+
Mwl DA < D M 61%‘1%4

T
Il quadripotenziale deve soddisfare I’equazione di Maxwell:
9, F" = eJ’
8Z-F0i = GJO
0; (8iAO — 80Ai) =eJY
VZAY — 9V - A = eJO
Che nella gauge di Coulomb diventa:
VZAY = eJY

Che ha per soluzione:

Joly, ")
Alz,2%) = [ dby~2d

5.6 Hamiltoniana di interazione

La lagrangiana totale di un sistema con un fotone e un elettrone che
interagiscono ¢ data, come abbiamo visto da

£ = B(id — my — iFWFW — ey

in cui il primo perzzo descrive gli elettroni, il secondo i fotoni ed il terzo
la loro interazione. Nella nostra teoria il campo elettrico F; ¢ F% = E!
e in funzione dei potenziali elettromagnetici

—

= —Vo—A



La prima equazione di Maxwell diventa quindi
V- E=—-A¢p—-VA=cel,
=0
dove il termine con A si annulla per la scelta di gauge che abbiamo
fatto. Questa si risolve con il formalismo di Poisson; ad ogni istante

del tempo I'equazione fissa il valore di ¢ (infatti non c¢’e dipendenza dal
tempo, le derivate del laplaciano sono solo spaziali).

3
gb:AO:e/@J(y’xO)
AT |z —y|

Ora mettiamo da parte ’espressione di ¢ che useremo dopo e scriviamo
I’hamiltoniana del sistemaﬂ; in questo caso

OAi

H:/de H

Come prima cosa riscriviamo il termine di interazione
7y — 7y AL _ H
_61/)141/} - —€¢A qu’w - _eAuJ

poi spezziamo il termine che descrive il campo elettromagnetico in modo
da esplicitare la parte che contiene A:

1 | y . . . .
L= —§F0¢FOZ - ZFijF” —eA, " con  FU=E=-V'A"- A
quindify

9Ai A

L’hamiltoniana quindi e:

= Fy;

. | 1 g
H = /dx <F0i141 + EFOZ’FOZ + ZE]‘FU + GAMJ”>

i primi due termini li possiamo ancora modificare.

"Usiamo solo la lagrangiana dei fotoni e quella di interazione, la lagrangiana degli elettroni la
sappiamo scrivere.
8Dove si usa la derivata del prodotto



dove nel secondo pezzo si ¢ alzato un indice e cambiato segno. Di
questo integrale solo la seconda parte e diversa da zero, infatti
integrando per parti la prima si annulla:

/(fxviAoAi = ()]F2 - /cfoo V. A" =0
H/—/ \6-/
:0 =
l

/cfoOiAi = /Jx%@
/Jx%FOiFOi = %/d?c (VZAO — AO) (VZAO — AO) = %/Jx (—1

Ricordiamo che in A, I'indice alto o basso non fa differenza; nel-
I'ultimo passaggio i termini misti vanno a zero sempre integrando-
li per parti e usando la gauge di Coulomb. Infine integrando per
parti (sempre supponendo che le quantita all’infito siano nulle)
abbiamo:

SEpFY = = [ deA? — 2 | deA, VYA
/dIQ 0 Q/dx 2/d$ O\\/—-’V_Z 0

Se ora rimettiamo insieme tutti i pezzi abbiamo:

> (15 1 1 y
H = /dl‘ <§A2 + §A0AA() + ZE]’FU + €Au<]u> =
em 7 1 1
Hy" + [ dx §A0AA0 +eA,J

Possiamo ora sostituire I’espressione trovata prima per Ag e ottenere:

2
H= H§m+%/dacdy (‘]0(96’330)‘]0(”’”30)> —e/d:cA-J

Az — g




Questi pezzi non possono essere considerati come il contributo della
densita di carica e delle correnti perche c¢’e la gauge di Coulomb. Va
anche detto che nella nostra teoria relativistica non possiamo avere
un principio di azione e reazione per due eventi perche questi possono
essere simultanei in un sistema ma venire sfasati cambiando sistema;
bisogna allora restringerci e asserire che il principio di azione e reazione
vale per lo stesso evento: le interazioni sono solo locali e sono mediate
dall’emissione di fotone.

La bonta nella scelta della gauge di Coulomb sta proprio nella
caratteristica di questa di coinvolgere solo fotoni reali’}

Siamo pronti per inserire la quantizzazione in quanto 1'unica cosa
che bisogna fare e mettere il buon ordinamento. L’H di interazione
diventa:

2 dad; L
H; e/ Y Jo(z, x0) Jo(y, o) : —e/dsc:A~J:

Ten) \lF-dl

Ora introduciamo le approssimazioni, ossia usiamo 1’approssimazio-
ne di Dieson; se ci fermiamo al secondo ordine poiche i termini gia sono
moltiplicati per e? o per e@ dobbiamo mettere ’ordine zero nel primo
pezzo e il primo ordine del secondo in modo che le potenze di e siano
fino a e? in ogni pezzo.

SR /_ O () — % / " 0T (Hy (o) Hi (90)) + O(e)

o0 —00

Prendiamo il contributo al primo ordine in e:
e / d%AMZ'y“w

A che tipo di processi fisici puo contribuire questo termine? Le
due 1) contengono operatori di creazione e annichilazione di fermioni,
e un operatore di annichilazione di fotoni. L’elementi di matrice che
rappresentano questo termine sono non nulli solo se nello stato iniziale
e presente un fotone che viene annichilito nello stato finale. Ad esempio:

(ete e / e Ay l)

9Se ne sarebbero potute scegliere di diverse che avrebbero magari complicato i conti di molto.
10Rjicordiamo che I’approssimazione di Dieson considera come ordine di grandezza proprio la carica
dell’elettrone.



(e / Pe Ay gy

Questi elementi di matrici descrivono processi a tre particelle. Al-
I'interno dell’integrazione compaiono i fattori esponenziali portate dalle
funzioni d’onda spaziotemporali delle particelle:

/

e—szezkxe—zp x .
Quando integriamo in d*z danno origine alla delta di Dirac:

54(k —P1— pz)

Questa condizione rappresenta la conservazione del quadrimpulso,
e non puo mai essere soddisfatta in processi che coinvolgono solo tre
particelle. Ad esempio:

(eTe e / 'z Ay Ply) K =0 pl=p,=m’

Il quadrimpulso del fotone iniziale e nullo, quello dei positroni e elettroni
¢ al minimo pari alla loro massa, quindi il quadrimpulso non si puo mai
conservare in questo tipo di processi.

[ termini interessanti cominciano dal secondo ordine (abbiamo mo-
srato che il primo ordine non descrive processi fisici per conservazione
del quadrimpulso).

e? [ dBxdy

S—T=—

Jo(Z OJ — OdO_

— —

e? o o
—§/d4x1d4x2T [A(a:q) - J(x1), A(xo) - J(xg)}
Questo papocchio da origine a fenomeni molto interessanti, come lo

scattering compton, produzione di coppie, e annichilazione.

fyei — 'yei efe” — Yy Yy — ete”

Per estrarre tutti questi processi sviluppiamo il prodotto tempo
ordinato con il teorema di Wick.

T[ABC---] = N(ABC---) + N((0|T [AB]|0) C-- ) + - --



Dimostreremo che il termine con il prodotto normale degli operatori
senza contrazioni non danno contributo. I termini interessanti sono
quelli con contrazioni. Quando contraiamo il campo del fotone, al posto
dei prodotto dobbiamo piazzarci il T prodotto nel vuoto degli operatori.

Occorre pertanto avere una forma esplicita di tutti i propagatori dei
campi fermionici e fotonici. Il propagatore fermionico I’abbiamo gia
esplicitamente calcolato per I’equazione di Dirac. Occupiamoci ora del
propagatore fotonico.

5.7 Propagatore fotonico

Adesso quindi dobbiamo scrivere esplicitamente il propagatore del fo-
tone. Il campo del fotone ¢ dato dall’espressione:

Z/ 27) % ar(p)ff(p)e_im + h.c.)

Il quadrivettore di polarizzazione ¢ ¢ identificato da queste relazioni

semplici T}
=0 &5=0

Andiamo a calcolarci un termine del prodotto tempo ordinato:

(0] A" () A (y)]0)

Esplicitando I’espressione di questo termine otteniamo:

3 6zpy sz
> [ 0001

5(p7 /)57’7"

(0147 () 4* () [0) = / il Zeﬂ Qe

'=|p|

"Ta prima relazione & vincolata dalla scelta di gauge, per cui risulta che A% = 0



Questo termine e uguale a quello di Klein-Gordon, moltiplicato per
quella sommatoria simmetrica per scambio. Ripetendo i passaggi del
campo di Klein-Gordon otteniamo:

2

IEIGEL

r=1

23 (p% — m? + ie)

(O[T [4%(x), A*(3)] 0) = /

La sommatoria dipende dalla variabile di integrazione, e quindi dob-
biamo occuparci di questa somma rognosa. Questo ¢ un pezzo di una
tipica relazione di completezza, completiamo questi vettori che sono so-
lo 2 in vettori in 4 dimensioni. Questi vettori vivono in uno spazio in
cui la metrica non e definita positiva.

°12 = (e?ﬁ))

Per completare la base, ai due € (r = 1, 2) occorrono altri due vettori:
Poiché i due € sono ortogonali al vettore d’onda, scegliamo questo come
altra direzione per completare lo spazio tridimensionale, e un vettore
puramente temporale per completare la base dello spazio tempo.

5—0A5—1—n”
3—]5]3 n=\g)~

Con la definizione di questi nuovi epsilon abbiamo una base, 1'unico
problema ¢ che questi vettori sono normalizzati in modo negativo. 1
vettori spaziali sono tutti a metrica negativa. Scriviamo la relazione di
completezza:

>l pIel(p) —nn” 4 P = g
r

Il segno negativo posto davanti a n*n” e dovuto al fatto che la me-
trica non e definita positiva. Verifichiamo che sia soddisfatta questa
relazione di completezza proiettando su una base: basta moltplicare
per n,:

Ty (Z e (p)ey (p) — n''n” ‘hﬁuﬁl/) = —nun'n” = —n”
T



Ma
nu(—g") = —n”
Con n va bene. Vediamo se la relazione ¢ soddisfatta anche per gli
epsilon:

cu | Y et B)e(p) = i+ | = el e = —ef
" —1
(e1)u(=9") = —¢f
Questa e una relazione di completezza. Questa base che abbiamo
scelto non & covariante (abbiamo usato la gauge di Coulomb), ma non

importa poiché useremo questa relazione semplicemente per ricavare la
somma sulle polarizzazioni:

> elp)el(p) = —g" — PP+ nt'n

Vedremo che il termine in p e in n si cancellano con gli alri termini
brutti che erano usciti nella hamiltoniana di interazione, e al posto di
questa sommatoria avremo solo g”.

5.8 Propagatore del fotone

Vogliamo ora calcolare il propagatore per i fotoni

d4k ie—ik(m—y)

OT @A @ 0) = [ s e D et

La parte un po ostica da calcolare ¢ la sommatoria con gli € ricorriamo
quindi al trucco di riscriverla come

E:uy_ J759% Z T ZE N 1) 7
€€ = NN rx g

r=1

con i quattro quadrivettori gia introdotti:

0
o) 5-(2) v ()
r k



Ridefiniamo ora k* come

0
k
. o 0
in modo da poter riscrivere k* = | 7 | comd'?;
]

v (5)-(7)-

Andando a sostituire nell’equazione la relazione sara valida per qualsiasi
valore di k° in quanto nei conti ky si elide. Ora normalizziamo &

(k—nn-k?=k+k-n?=2k-n)?=k—(k-n?=—k
Quindi il versore k diventa
k—n(k-n)
JE R
e riscrivendo la sommatoria degli e abbiamo:

o _opv o Rk n))(K” — (k- n))
Zerer—nn g i) — i

r=1

k=

questo prodotto contiene termini con k¥ o k¥, ma vedremo che,
inseriti opportunamente nella formula di Dieson non daranno contributi.
Quindi esplicitiamo il termine come:

174 v 174 k.n 2 14
Zeﬁ:‘er = —g"" +n'n (1 — (k:(n)2 >_ k2> + (EMEYL) =

r=1

]{72
= —g" + n“n”(E—Q + (.EMLEYL)

ora sostituiamo nel propagatore del fotone.

1. Ve—z'k(x—y) ' ik et
(O] [A"(x) A" (y)] |0) = / éﬂ]; g;izﬂ-e +<'“)_muny/ (;ZWI;‘*

2Dove k-n) = 1.




dove la parentesi con i puntini indica i termini con k* e k¥ che non con-
tribuiranno; finora il " & stato arbitrario, adesso facciamo una scelta;
prendiamolo proprio come il ky che abbiamo definito prima. In questo
modo k2 non si annulla mai e posso togliere la €, che non serve pitt non
essendoci singolarita.

Il secondo termine si puo riscrivere come

d4]€ efik(xfy) d3k e—ik(f—gj’)
P 18 % _ — _imHnV _ A o _ .0
o | e e

ma questa (la parte spaziale) e la funzione di Green del laplaciano,
otteniamo quindi

d*k —igu,,e_ik(x_y)

OIT A0 = [ o =i ()

dr|@ -]

sostituendo in Dieson vedremo che i puntini non daranno contributi
e il secondo pezzo ci fara il favore di cancellare un termine scomodo non
invariante.

Bene ora abbiamo tutti gli ingredienti per calcolare S — I

dzdy Jo(Z, x0) Jo (T L.
= [ ERHEIG) g
8m |7 — ]
da cui
[ daldzdy  Jo(Z,x0)Jo(m0) €2 [ -~
S—1 = —ie? : ’ 2 —— [ dadyT [AY(x) J;(x).
ze/ o 77 2!/ zdyT [A'(z) Ji(z)

il primo pezzo non contiene operatori che agiscono sui fotoni, puo quindi
descrivere solo fenomeni di scattering del tipo

e e —e e
ete” > efe

perche? perche se applico uno stato fotonico questo passa attraverso
I'operatore J e andando sul vuoto da zero. Il secondo termine include
il T-prodotto

T [Al(2)Ji(2) A" () Ji ()]



che significa avere la somma di un termine con il prodotto normale
(PN), uno con il PN e una contrazione, poi PN e due contrazione e
cosl via; avremo termini con contrazioni fra le A e poi termini in cui
contrago i due fermioni

T [A"J; A" Ty
T [Apyip AR pyp) ]

le contrazioni avvengono solo fra campi dello stesso tipo altrimenti il
valore medio nel vuoto (che ¢ la contrazione) mi da zero. Quindi il
secondo pezzo da vita a reazioni del tipo

ve — ve

Yy — ete”

ete” — vy

Possiamo avere tre tipi di contrazioni, due contrazioni fotoniche, che
lascia invariati solo operatori di creazione e annichilazione fermionica
(gli stati esterni possono essere solo fermioni). Posso avere contrazioni
di due operazioni fermionici (1) e 1)) e avere quindi creazioni di fermioni
e fotoni, nello stato iniziale e finale avremo due fotoni e due fermioni,
(creazione di coppie, scattering compton).

Cerchiamo di ricavare il propagatore fotonico, che si genera dalla
contrazione dei due operatori fotonici:

-5 [ eyt @ - )N @) ) (5.4

Mentre nella formula di Dyson abbiamo solo la somma sugli indi-
ci spaziali abbiamo aggiunto anche il termine con indice 00. Questa
operazione ¢ innoqua infatti iAg(z — y)* = 0.

A questo livello quindi per J° possiamo metterci qualunque cosa,
perché e moltiplicato per un termine nullo. Sfrutteremo la liberta su
questa componente per cancellare i termini del propagatore che sono
proporzionali a k. Questa scelta corrisponde proprio a scegliere per Jj
la densita di carica.

/ﬁ%&y/&kwAKW“WNUM@L@H



/ dwdyid" Ap(x — YN [u(x) ], (y)]

Integriamo per parti in modo da portare la derivata sul prodotto nor-
male:

g

- / d'ed'yilp(z — y) "N [1,(x) ], (y)]

~"

=0
Questa quadridivergenza e nulla per la conservazione della corrente
elettrica. Ci siamo sbarazzati di tutti i termini che dipendono da k.
Adesso nel propagatore a dare realmente contributo sono rimasti solo
due termini, uno dei quali si cancella con il termine nella formula di
Dyson che descrive il potenziale coulombiano. Se integro per parti porto
I’operazione di derivata sul prodotto normale:

- 0_ ,0
L 9 i 002" =) 0 0
—e d*xd y————"=N | J"(x)J
ot [ atady N (@) 1)

Lo dzdy 0z .0\ 70/~ .0

—e” | —=NJ(Z,27) (7,

¢ | N @) )

Questo termine e esattamente uguale a quello dentro la matrice S,
per cui si cancellano a vicenda. Questa cancellazione doveva succedere
perché quel termine nella matrice S era causa della mancata covarian-
za, dovuta dalla scelta di Gauge. Quell’oggetto era quindi un artificio
matematico dovuto dalla scelta di gauge.

s-1=-% / dadyT [A'(z).J' () A (y) T ()]

Adesso sappiamo che la teoria dell’elettrodinamica quantistica il
propagatore del fotone puo essere usato come il propagatore di Klein-
Gordon, trascurando tutti gli altri termini.

Adesso siamo finalmente arrivati a poter costruire tutti i diagrammi
e calcoli al secondo ordine dell’elettrodinamica quantistica. Il primo
esempio che guarderemosara un universo in cui ci sono solo elettroni e
positroni, e muoni (e antimuoni). Partiremo dalla lagrangiana:

£ = 0 — my + B8~ MYy, — TF ™ — cAy

J" = @E’Y%ﬂ =+ &u’yyqbu



Questa lagrangiana e invariante sotto trasformazioni simultanee di
fase di 1, ¥ e Yy, zﬁu, quindi la carica totale si conserva.

Anche per singole trasformazioni di fase separatamente in v, ¢ e
in 1, zﬁu. Questo oggetto porta alla conservazione separata del nu-
mero di muoni e elettroni (numero di elettroni - numero di positroni).
Le due conservazioni sono separate. Non soltanto la carica elettrica e
banalmente conservate, sono conservate separatamente anche cariche
caratteristiche delle particelle (che viene detto numero leptonico).

Ci occuperemo di descrivere questo processo:

efe” — ,u+,u_
Questo processo e molto semplice da calcolare, e puo avenire soltanto
se e soddisfatta la condizione di soglia:

P++ P- = P/ﬁ + PM_

Questo e il primo esempio di processo a soglia. Il minimo valore
del quadrimpulso a destra ¢ due volte la massa del muone, per cui la
somma dei quadrimpulsi degli elettroni deve essere sempre maggiore di
questo valore: Questo ¢ il primo processo dove E = mc? ¢ una legge di
conservazione.

5.9 Grafici di Feynman, processo efe™ —
+ J—
e

Abbiamo visto cosa succede quando si ha la collisione di elettroni e
muoni: si deve avere la conservazione del numero leptonico.

Ora facciamo collidere un elettrone e un positone e calcoliamo la
probabilita di avere due muoni pt e p~; la reazione ¢ permessa in
quanto sia nello stato iniziale che in quello finale si hanno particella e

antiparticella quindi i numeri quantici del vuoto. Usiamo la teoria delle
perturbazioni

- (_Z)n n
S—I=>" e /Hida:iT [AJ)...AJ,)]
n=1

te~ — ptpu~; quindi dobbiamo calcolare

(" p (S = Dlete™)

per la reazione: e



Per semplicita fermiamoci all’ordine piu basso. Questo pero non e l'or-
dine uno ma l'ordine due! Perche? Per avere questo prodotto devo
avere almeno una corrente fermionica e una muonica quindi devo an-
dare almeno al secondo ordine; infatti ’ordine uno non ha abbastanza
operatori di creazione e annichilazione per gestire le particelle in gioco.

62

(S=D)e) = —5; [ d'rd'esT [(A'/(xl)JV@ + AV(Q;l)Jyt)(g;l)) (Avm
Calcolando il prodotto dentro il time-ordering otteniamo un termine in
cui compaiono solo elementi di creazione elettronica e che quindi non
puo contribuire al processo (quello dato dal prodotto dei termini in
rosso nella formula) e un termine (prodotto degli elementi blu) in cui
ci sono solo operatori muonici.

Gli unici a contribuire sono i prodotti misti:

62

(S=D)e) = —5; [ d'ard'esT [(Ay(xl)Jy(xl)AP(xQ)ng(:cz) + (21 < 2
dove il secondo termine ha il significato di essere identico al primo con
le variabili scambiate. Ora notiamo che in generale le A non commu-
tano tuttavia essendoci il T-prodotto basta scambiare le variabili di
integrazione e i termini diventano identici quindﬂ:

2
(S—1I)p = —2% A2y d e, T [A”(a:l)Jy(asl)Ap(xg)Jp(“)(:1:2)

Ora applichiamo il teorema di Wick, il primo termine con i prodot-
ti normali non da contributo, innfatti non ci sono fotoni coinvolti. I
termini con le contrazioni sono parecchi ma si riducono considerando
che non ci possono essere contrazioni fra operatori diversi altrimenti il
braket col vuoto darebbe zero infatti si avrebbero stati con parti diverse
modificate (gli stati sono ottenuti con il prodotto tensoriale). Quindi
tenendo conto di queste caratteristiche andiamo ad esplicitare i termini
del T-prodotto:

(S=1)2) = —62/d4x1d4x2T [A”(xl) c(21) V(1) + AP (9) @Z(M)(I'Q)’)

131] fattoriale a denominatore serve proprio a mandarre via i termini uguali!



Esplicitando compare il buon ordinamento che ci semplifica ulterior-
mente la vita infatti un’estensione del teorema di Wich afferma che le
contrazioni fra correnti ordinate sono nulle; quindi le uniche contrazioni
che rimangono sono quelle fra le A. Il T-prodotto diventa un prodotto
normale con una contrazione fotonica.

(S - I)(2) = —62/d4$1d4$2iA;p($1 - xQ)JV(xl)J[EM)(:EQ)

) ” d4q .glﬂje_iQ(l'_y)
con AR (n — ) = / @) e

Ora andiamo a brakettare con gli stati iniziali e finali

<ff+ﬂ_ | — e? / d*zyd*zei AV (71 — :Ug)Jy(xl)Jp(“)(xgﬂ ete”)

k'k o'

questa e 'ampiezza di probabilita che vogliamo calcolare. Tenendo
presente che elettrone e positrone vengono distrutti in x7; e i muoni
creati in x5 ossia che le correnti agiscono una solo sul muone e una solo
sul positrone possiamo fattorizzare 1’espressione come:

~¢ [ oty = o) (I ) 0) (O (o))
Ora vediamo come sono fatti i due braket

(O Ty (z1)lee™) = (0] : () nab(z1) : [efe™) =
= Ne W05 (p' )y, uu(p)
dove N raccoglie i fattori di normalizzazione. Adesso le ¢ sono del tipo
Y =" cue P + dtpeh?
Y =" ctue® + dve P*

Gli unici pezzi che mi interessano sono questi due in rosso che anni-
chialno et e e~ per cui mettendoci a volume finito per semplicita]

14Te sommatorie scompaiono perche gli impulsi generici vanno ad incappare negli impulsi fissati
dallo stato iniziale |eTe™)



_ L1 /m [m one
(0| J,(z1)|eTe™) = ﬁﬁ iz Ee (p+p") 7(p)yvu(p)
P P

Per i muoni ho un espressione analoga con alcune differenze come la
massa o gli operatori u e v scambiati

(|3 (@) |0) = \/zik\/_E¢, 2 ) (k)00 (K)

Questa che abbiamo ottenuto e ’ampiezza di un particolare modo
in cui questo evento puo avvenire. Possiamo dargliene una rappresen-
tazione grafica (Figura A questo grafico corrisponde I'ampiezza che
abbiamo calcolato adesso.

Abbiamo un positrone entrante che contribuisce con un termine
Ue(p'), un vertice, che contribuisce con un 7%, e un altro elettrone
entrante (u.(p)):

Ve(p") Y ue(p)

Poi abbiamo il propagatore integrato su tutto il tempo del fotone. Il
diagramma termina con due line ferminioche finali. Il muone u,(k), il
vertice 4’ e I'antiparticella del muone: v, (k).

Ogni vertice si porta dietro un termine v. Per i fermioni particelle
lo stato iniziale &€ sempre u, quello finale e 4. Per i fermioni antiparticelle
¢ il contrario: lo stato iniziale ¢ ¥ mentre quello finale ¢ v. Per ogni
particella dobbiamo moltiplicare poi i fattori di normalizzazione degli
stati: /m/E. Manca ora da calcolare 'integrale del propagatore:

=/d4a:1d4x22'AF(x1 — @y et WHPIT iR T2

A A 4
_ g / d $1d23?2d q —iq1—x2) y—ilp+p )1 il K )
q
— ,uu/ (27r)454(q—|—p—|—p’)d4x2d4q iqra Li(k+k T2
g 5 e’ e
q

A 4
_ _Z'g,uv/d x2(2ﬂ-) 6i(/€+k’—p—p’)x2 _

(p+p)?

ig" (2m)%0N(k + K —p —p)
(p+p)?







Il risultato di questo integrale ci garantisce, attraverso la delta di
Dirac, che questo processo puo avvenire solo se il quadrimpulso totale
risulta conservato.

Nel diagramma di Feynman (Figura tutte le linee fermioni-
che sono orientate. E ad ogni vertice deve conservarsi localmente il
quadrimpulso.

Grazie al diagramma di Feynman possiamo scrivere l'ampiezza di
questo processo in una botta veloce, risparmiandoci tutti i conti che
abbiamo fatto precedentemente.

_ —19v —
M = —etolpf )y u(p) = (k) oK)

Per arrivare alle matrici S mancano i fattori di normalizzazione. La
M ¢ invariante di Lorentz, poiché abbiamo due quadrivettori moltipli-
cati per g,,, e prende il nome di ampiezza invarante di Feynman. La
matrice S e ricostruita semplicemente a partire dall’ampiezza invariante
di Feynman nel seguente modo:

g_ (%)4\/%\/%\/5\/3(2w)454(k+k’—p—p’)

Prendendone il modulo quadro si puo procedere al calcolo della
sezione d’urto del processo (T = tempo):

VK Vdk
454/, MR

\M|2m2M2

2
|Sf’ - V4E4

Dove ci siamo messi per semplicita nel sistema di riferimento del centro
di massa, tale che:
p+p =0

Adesso risulta anche chiaro perché il termine della formula di Dyson
con il prodotto normale di tutti operatori sia sempre nullo, infatti questo
termine corrisponde a diagrammi in cui un vertice rimane non collegato
dal propagatore.

In ciascuno di questi vertici il quadrimpulso non puo mai conservarsi,
quindi questi processi non possono avvenire. Questo € lo stesso motivo
per cui non possono avvenire processi al primo ordine.



Procediamo a sviluppare 'espressione della sezione d’urto, interes-
siamoci alla delta di Dirac.

[(277)454(]91' - Pf)}

La prima delta che agisce mi impone che p; sia uguale a py, la seconda
delta pero ha I'argomento che ¢ automaticamente soddisfatto:

(2m)"6 (pi — py)(2m)"6%(0)

gy L g VT
70 = Gy / T =y

Questo spiega il termine V'T" comparso nell’espressione della probabilita
totale.

Per ottenere la vera sezione d’urto basta dividere la probabilita
totale per il flusso di particelle incidenti e per 'unita di tempo:

P N

TP V
Questa operazione elimina dalla probabilita totale il tempo e i volumi,
ottenendo:

2

o

B |M\2m2M2
7 T (2n)2E

5 (pi — pp)Pkd*K
5.9.1 Normalizzazione sulle polarizzazioni

Per usare il formalismo dei diagrammi di Feymann e arrivare ad avere
la sezione d’urto del fenomeno dobbiamo conoscere gli impulsi di ogni
quantita; quelli in entrata e uscita sono facili, li misuriamo in laborato-
rio. Per le quantita virtuali, nel nostro caso il fotone (vedi Figura
e un po piu complicato. Infatti se fosse un fotone reale varrebbe:

qg—(f:() quindi ¢*> =0
ma dal diagramma si ha ¢ = p + p’ e nel sistema del centro di massa
¢ =(E+E?=4E*>0

quindi il fotone deve essere sempre un fotone virtuale quando e interno
al diagramma.



Calcolata M con il diagramma

: ol
M = —zg,w(—ze)??v(p ) u(p)a(k)y"v(k')(2m) 6" (i — py)
se ci mettiamo nel baricentro e altrettanto semplice scrivere la se-

zioned’urto

_ g|uvPlaw)? fm M 1 1cd
—et— 2
G =¢—; ool 16E4( ™) (pi — pp)VT

tuttavia noi in laboratorio non possiamo risolvere esattamente 1’e-
nergia delle particelle, quindi quello che facciamo e calcolare la sezione
per un gruppo ristretto di stati iniziali e finali

Pl (m M2 1 (2r)54(p — pp)VT VdE VK
=7y \FE) 6B L (27)? (27)?

Dopo di che dobbiamo integrare su uno degli impulsi ricordando che

31, _
A’k = k kdk,dS}
EdE

Prima di far questo vediamo cosa diventano i pezzi con u e v:

[o(p" )y u(p) k) (K)? = (0(p )y u(p)a(k)yo(K)) (0" ulp))” (u(k

Poiche si vogliono avere fasci non polarizzati occorre avere elettroni con
spin meta up e meta down (stessa cosa per i muoni); quindi si somma
sulle probabilita delle polarizzazioni possibili

%Z > @)y u(p)uk) (k) (0 )y ulp)” (a(k)yo(k))" =

=1 ss'=1
+m —-m
Tr (*y“p ’y”p )

2m 2m

avendo riconosciuto le espressioni di AT e A~ che sono proiettori. Chia-
ramente la traccia completa sarebbe la somma di quattro termini

4
TrA =Y (ilAli)
1=1



ma poiche si vuole sommare solo su due indoco (quelli a energia
negativa) si mettw un poriettore sulle quantita che interessano

TrA = (i|APli)

1=1

che nella fattispecie € A=. Anche il caso di particelle a massa nulla e
ben definito poiché la m al denominatore si semplifica con le costanti di
normalizzazione. La traccia piu complicata puo essere calcolata usando

i Teoremi ©.4.1] e [5.4.2k

Tr(¢p¢d) = 4(abed — achd + adbe)

W VS gH
V=90 =4

Abbiamo un termine in cui si moltiplicano i p con le matrici 7, i
termini che contengono un numero dispari di matrici vy sono nulli:

Tr (v'py" ) = 4 (""" — ¢"'pp’ + p"p")

L’altro termine non nullo ¢ quello in cui le due matrici v motiplicano
i due termini con M (tutti gli altri contengono un numero dispari di
matrici v e sono nulli):

—M*Tr (4/9") = —4M?g"”

Adesso che abbiamo risolto questa traccia possiamo procedere al
calcolo della sezione d’urto totale, integrando su tutti gli impulsi finali
(angoli di urto). Questa sezione d’urto totale & pari a:

2o M2\ ? 8 1 M?
c=——>+|(1—-—) = |14+ =-—+
4F? E?2) 3 2 E?
e? 1
o= v —
4w 137
Calcolata nell’ipotesi di massa nulla dell’elettrone. Questa espres-
sione permette di vedere che risultato ci aspettiamo per elettrni molto
energetici (£ > M):

Oé2

O X —

E2



In questo limite si possono trattare anche i 1 come se avessero massa
nulla. Il coefficiente «, costante di struttura fine, ¢ adimensionale. Per
dimostrare che sia realmente adimensionale possiamo far vedere che la
carica elettrica e anche essa adimensionale.

Avendo posto h = 1 abbiamo reso adimensionale ’azione. L’azione
dell’hamiltoniana di Dirac e:

S:/d4x {ﬂ(i@—m)zﬁ—kiFwFW—ﬂzAw

Il primo termine ci permette di trovare le dimensioni del campo di
Dirac. L’azione & un integrale su un d'z (L*) per il campo al quadrato
per una massa (m o< E oc v oc t™t oc L71):

PPi=1 WP=L® [=F

Dall’azione del fotone possiamo ricavare la dimensione del campo
fotonico:
FrE,, = (0A)?
1 274
ﬁ[A]Lzl [Al=—=F
Infine dalla densita hamiltoniana di interazione ricaviamo 'unita di
misura della carica elettrica:

E

Hzﬁ:ﬁ;/ﬂﬂ)

| E2EE? = E*  [e]E* = E*
[e] =1

Questo implica che la carica elettrica ¢ adimensionale in unita naturali.

5.10 Effetto Compton

L’effetto Compton e uno degli altri grandi successi dell’elettrodinamica
quantistica che e riuscita per la prima volta a calcolare la sezione d’urto
di un processo gia noto in cinematica relativistica.

Se dovessimo ripetere i conti fatti nel caso dell’annichilazione elet-
trone positrone e generazione di put pu~ usando la formula di Dyson



ci si impiegano circa 2 mesi di conti. L’approccio diagrammatico di
Feynman permette invece di arrivare al risultato corretto in appena 2
ore. Sfruttiamo tutta la potenza dei diagrammi calcolati fino a questo
momento.

Yy+e —y+e

- o
P’ L/
A ¢=p+Ek
p k
€ v

Figura 5.2: Diagramma di Feynman del processo Compton

Nella Figura[5.2] ¢’¢ un elettrone incidente con impulso p, elettrone
incidente con impulso £, e si riuniscono in un propagatore fermionico
di impulso ¢q. L’espressione del propagatore fermionico é:

& ?
B =

L’elettrone propagato ¢ una particella virtuale, in quanto il suo
quadrimpulso ¢* = (p + k)? # m?>.

In questo caso sia lo stato iniziale che finale ci sono fotoni reali, che
devono trarre origine dai campi di creazione e annichilazione fotonici.

Ogni volta che il fotone reale interagisce con un vertice dobbiamo sa-
turare l'indice della corrente elettronica con il quadripotenziale fotonico.



Scriviamo il propagatore del diagramma Figura [5.2}

(—ie)u,y"e, (k) 7 ev(k)uy

prE—m

Che puo essere riscritta:

Figura 5.3: Diagramma di Feynman che descrive 'effetto Compton, in questo caso il fotone
viene prima emesso, € in seguito assorbito.

Per Deffetto compton esiste anche un altro diagramma che descrive
il processo, e che deve essere tenuto in considerazione per scrivere la
sezione d’urto finale (Figura [5.3). L’ampiezza invariante di Feynman
per questo diagramma e:

2 iu})’¢,(k¢/)

(—ie) m

#(k)uy

Entrambe le ampiezze invarianti sono moltiplicare per il solito fattore
J:
(2m)*6*(ps — py)



La sezione d’urto di questo processo e un po’ piu complicata. Oc-
corre anche in questo caso mediare su tutte le possibili polarizzazioni
degli elettroni (e fotoni) negli stati iniziali e finali. Vediamo di calcolare
proprio questo termine:

]‘ v / ]‘ v / * 10 /
5 3 [ Muwet (k)" (K)[* = 5 > Mo (k)" (K)M:,e” (k) (k)

Ci farebbe comodo una formula analoga a quella che abbiamo tro-
vato per gli spinori anche per le polarizzazioni del fotone. Si puo
dimostrare che la somma su r sulle polarizzazioni si riduce alla forma:

> el(k)er(k) = —g"

I due tensori metrici della formula precedente alzano entrambi gli indici
di una delle due ampiezze di Feynman:

1
SMIMS,

In questo modo il calcolo & stato ricondotto esattamente a quello gia
elaborato nel caso ete™ — utpu~.

Apprestiamoci ora a dimostrare questa relazione. Una spiegazione
intuitiva puo essere vista da una proprieta generale di queste ampiez-
ze. La regola dell’invarianza di Gauge dice questo: se al posto di uno
degli epsilon si sostituisce il corrispondente quadrimpulso del fotone, il
risultato che si ottiene e nullo.

Myl = M, k" =0

Questo equivale a sostituire al posto del potenziale fotonico A* il vettore
d’onda k*, € come prendere la derivata della trasformata di Fourier di
A. Integrando per parti la derivata della trasformata otteniamo che
questa espressione e analoga a prendere la divergenza di M per A. Ma
la divergenza di M ¢ nulla, poiché contiene la quadridivergenza della
corrente elettronica:
VY

Questo risultato si basa sulla conservazione della quadricorrente. Ades-
so dimostriamo che effettivamente sostituendo k£ a e otteniamo zero. Il



termine M, ¢ fatto da due termini, vediamo che si elidono a vicenda,
valutiamo ora esplicitamente il primo termine:

¢,(k) =
fuy

(_ie)Qup’¢L(k/)ZMé—_mup

_ it 1
up’¢(k)p+%_m

Dove abbiamo escluso il termine (—ie?), che & solo una costante molti-
plicativa.
u,, soddisfa I’equazione di Dirac libera:

(}b —m)u, =0
Siccome questo termine ¢ nullo possiamo aggiungerlo all’espressione
precedente, e ottenere il seguente risultato:
equazione di Dirac
—~
f+ p—m
F—m

P+

Up = ﬂp¢l(k,)up

ap’ﬁ(”)

L’altro termine ¢ dato da:

C N2 1 U
(—26) Zup’k _k_m¢ p

Sfruttiamo 1’equazione di Dirac coniugata:
Uy (p —m) =0
E inseriamola nell’espressione precedente:

(—ie)? !

iﬂp’m¢/(k/)up = —(—ie)*iuy ¢ (K)u,

Questo termine si annulla esattamente con quello mostrato prima.
Abbiamo dimostrato che:

KM, =0

Cerchiamo ora il termine che somma le due polarizzazioni:

> My (k)M (k) = MMy el (k)er ()



Dove
> et(k)er(k) = —g" + (- k) + ni'n

Facciamo una scelta albitraria su kq:
ko = | k|

Con questa scelta il termine in k2 non da contributo poiché ¢ nullo: k% =
k3 — |k|*. In questo modo abbiamo eliminato sia i termini quadratici
che lineari in k. Ossia ammazzato tutte le dipendenze in k nel calcolo
della sezione d’urto.

L’ultima difficolta che non abbiamo ancora preso in considerazione
riguarda il caso di propagatore fotonico con particelle identiche (scat-
tering tra due elettroni). In particolare ci sono due diagrammi con due
elettroni di partenza, di impulsi p; e ps che alla fine hanno impulsi k1 e
ko.

Un diagramma ¢ quello in cui un elettrone ha impulsi:

p1— ki p2 — ko

I’altro invece:
p1 — ko p2 — k1

Le ampiezze di questi due diagrammi vanno sottratte le une dalle altre
per via del fatto che gli operatori di creazione fotonici anticommutano
tra di loro. In fatti poiché i due elettroni sono fermioni, questi due stati
corrispondono a scambi di particelle, e la loro ampiezza di probabilita
¢ antisimmetrica per scambio.
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